Definite quadratische formen der dimension 24 und diskriminante 1  by Niemeier, Hans-Volker
JOURNAL OF NUMBER THEORY 5, 142-178 (1973) 
Definite quadratische Formen der Dimension 24 und 
Diskriminante I* 
HANS-V• LKER NIEMEIER 
Schillerstr. 61, Giittingen, Germany 
Communicated by M. Kneser 
Received April 5, 1971; revised May 19, 1971 
It is shown that the class number of definite even quadratic forms of dimension 
24 and discriminant 1 is 24. To prove this we consider even modular lattices 
corresponding to these forms and determine their isomorphy classes. 
EINLEITUNG: PROBLEMSTELLUNG, BEWEISVERFAHREN, ERGEBNISSE 
Auf einem n-dimensionalen Vektorraum V iiber den rationalen Zahlen Q 
sei ein positiv definites Skalarprodukt (x, y) gegeben. Ein von n linear 
unabhlngigen Vektoren aufgespannter Untermodul, auf dem (x, y) bzw. 
$(x, x) ganz ist, sol1 ein ganzes bzw. gerades Gitter heiBen. Nach Wahl 
einer Basis ei ergibt 
+(x, x) = 4 i (ei , e3 xixk fur x = i xiei 
i,k=l i=l 
eine positiv definite (gerade) quadratische Form. Aquivalenten Formen 
entsprechen isomorphe Gitter, und so ermittelt man die Klassenzahl h(n, d) 
von Formen der Dimension n und Diskriminante d, indem man die 
Tsomorphieklassen von geraden Gittern G(n, d) der Dimension n und 
Diskriminante d bestimmt. 
Das ist in der Arbeit [4] fur ganze Gitter der Diskriminante d < 3 und 
Dimension n mit n + d < 17 durchgefiihrt worden. Gerade Gitter G(n, 1) 
kannen nur fur n = 0 (8) auftreten (siehe z.B. [S], [9]106:1). Minkowski 
hat zuerst ein G(8, 1) gefunden; Mordell zeigte: h(8, 1) = 1. Witt wies 
in [1 I] nach: h(16, 1) = 2 und fand auBerdem mehr als 10 verschiedene 
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Klassen von G(24, 1). Hier sol1 jetzt h(24, 1) bestimmt werden. Dazu 
benutzt man das in [4] entwickelte Verfahren der Nachbarnbildung: 
Sind K und L’ zwei definite ganze Gitter auf Y aus demselben Geschlecht 
und ist ihre Diskriminante d (Invariante des Geschlechts) ohne ungerade 
kubische Teiler, so gilt: Es gibt ein L N L’, so daD d(K, L) := 
[K: K n L] = [L: K n L] eine Potenz von 2 ist. Fiir ungerades d und 
x E (L n SK), x $ K bilden die y E K mit (x, y) E Z ein Untergitter K’ vom 
Index 2 in K. Setzen wir Kl := K’+Zx, so ergibt sich: d(K,) = d(K) = d(L), 
d(K, K’) = 2 und d(K, , L) = $d(K, L). Kl ist ein ganzes Gitter (ganzes 
Skalarprodukt). Wenden wir das Verfahren auf Kl und L an usw., so 
erhalten wir eine Kette K = KO , Kl ,..., K, = L von ganzen Gittem Ki 
mit d(Ki-, , KJ = 2, die alle dieselbe Diskriminante haben und gerade 
sind fiir K, L gerade. Ki und Kiwi heil3en Nachbarn. 
Enthalt K ein Untergitter M, L ein Untergitter N mit N N M, dann 
kann man nach dem Satz von Witt N durch einen Automorphismusfvon V 
in M iiberftihren. Interessieren wir uns nur fur Klassen von Gittern, 
kiinnen wir wegen M Cf(L) N L von vornherein M in L annehmen. Dann 
gilt aber fur x E (L n &K), x $ K: (x, y) E Z fur y E M wegen M C L, also 
M C K’ C Kl und entsprechend M C Ki fur i = 2,..., s - I. Wir erhalten 
unter den eben gemachten Voraussetzungen: 
(0.1) K und L sind durch eine Kette von Nachbarn verbunden, 
die ale das Untergitter A4 enthalten. 
Es gibt nach [9], 66:5 und 102:3 nur ein Geschlecht gerader G(24, 1). Urn 
alle Klassen gerader G(24, 1) zu ermitteln, kann man z.B. von den beiden 
Klassen gerader G(8, 1) @ G(16, 1) ausgehen und samtliche geraden 
Nachbarn bilden usw., wobei das Verfahren wegen der Endlichkeit der 
Klassenzahl abbricht, doch ist der Rechenaufwand zu groD. 
Stattdessen ermitteln wir in 11.6,7 die geraden G(24, 1) mit Vektoren der 
Lange 2 durch gezielte Bildung von Nachbarn und 3-Nachbarn-K und L 
heil3en 3-Nachbarn, wenn d(K, L) = 3--, indem wir jeweils Untergitter 
eines gewissen Typs in den G(24, 1) annehmen. Das Prinzip ist in II.6 
&her erlautert, nachdem in Kapitel I einige GrundbegrifTe und Hilfssatze 
gegeben wurden. In II.8 zeigen wir zunachst unter Benutzung von (O.l), 
daB wir in 11.6,7 wirklich alle Klassen von Gittern mit Vektoren der 
Lange 2 gefunden haben, und untersuchen dann die Existenz von Gittern 
ohne solche Vektoren. Das Ergebnis von Kapitel 11 ist der 
SATZ. Es gibt genau 24 K/amen gerader G(24, l), darunter eine Klasse 
von Gittern ohne Vektoren der Liinge 2. 
Diese letzte Klasse entspricht gerade der des Gitters (1, das John Leech bei 
seinen Betrachtungen dichtester Kugelpackungen in [6], [7] fand. 
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Unter Verwendung des Satzes (5.1) und mit Schliissen wie in [4], 
Abschnitt 4 kann man aus den Ergebnissen iiber die geraden G(24, 1) such 
Klassenzahlen von Geschlechtern ganzer oder gerader Gitter mit Dimen- 
sionen n < 24 und d > 1 gewinnen, was hier nicht ausgeftihrt wird. 
I. DEFINITIONEN UND SATZE EMBER GITTER 
1. Das Verfahren der Nachbarnbildung 
DEFINITION. Zwei Gitter L und K heil3en benachbart oder Nachbarn, 
wenn gilt: [L: L n K] = [K: K n L] = 2. 
Das in [4] entwickelte Verfahren der Nachbarnbildung fur beliebige 
ganze Gitter iibertragt sich fur gerade Gitter folgendermal3en: 
(A) Urn alle Gitter aus dem Geschlecht eines geraden Gitters L zu 
finden, suche man alle geraden Nachbarn von L auf, dann alle zu diesen 
benachbarten geraden Gitter usw. Dabei sind die Nachbarn nicht not- 
wendig aus demselben Geschlecht, haben aber jedenfalls dieselbe Diskri- 
minante. 
(B) Gitter, die zu bereits ermittelten isomorph sind, brauchen nicht 
berticksichtigt zu werden. Daher bricht das Verfahren wegen der Endlich- 
keit der Klassenzahl ab. 
(C) Alle geraden Nachbarn eines geraden Gitters L erhalt man, indem 
man fur alle Vektoren x E &L mit 4(x, x) ganz und K = { y E L / (x, y) ganz} 
die Gitter K + Zx bildet. 
P> x’ E +L liefert genau dann dasselbe Gitter wie x, wenn gilt: 
x’ - x E K, d.h. x’ = x + y mit y E L, (x, y) ganz. 
(E) Sind 2 Vektoren aus +L durch einen Automorphismus von L 
ineinander iiberzufiihren, so braucht in (C) nur einer von ihnen betrachtet 
zu werden. 
2. Unzerlegbare Gitter, duale Gitter 
DEFINITION. Ein Gitter heiDt unzerlegbar, wenn es sicht nicht als 
orthogonale Summe von Untergittern darstellen 133t. 
SATZ. Jedes definite Gitter l@t sich eindeutig als orthogonale Summe 
unzerlegbarer Gitter schreiben. (siehe [2], [3], [9] Theorem 105:l). 
DEFINITION. L# bezeichne das zu einem Gitter L duale Gitter: 
L# = {x I x E Q . L, (x, L) ganz}. 
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Eigenschaften dualer Gitter: 
(a) Es ist L+ = {u-l * x ( 0 # a E Z, x E L, (UP * x, L) ganz>. 
(b) Sind L und K Gitter auf V mit L C K, so gilt L# r> KS. 
(c) (L @ K)# = L# @ KS (0 bedeute: orthogonale Summe). 
(d) d(L) = [L# : L] (siehe such [9], @2F). 
DEFINITION. G(n, a) bezeichne ein ganzes Gitter der Dimension n und 
Diskriminante d. 
HILFSSATZ (2.1). Ein gerades Gitter G = &, G&Q , dJ mit 
liegt genau dann in einem geraden G(n, I), n = CL, ni , wenn die Faktor- 
gwpe O&, (WWd eine Untergruppe der Ordnung s van Klassen von 
Vektoren yi gerader L&ge-kurz: geraden Vektoren-besitzt. Es ist dann 
G(n, 1) = G 4 [G + ~~1 + 0.. + [G + yS]. 2 Gitter G(n, 1) iiber G sind 
isomorph, falls die jeweiligen Restklassenvertreter von G#/G durch einen 
Automorphismus von G ineinander iibergehen. 
Der Beweis ergibt sich sofort aus den Eigenschaften dualer Gitter. 
3. Typen von Minimalvektorgittern 
Ein Vektor x in einem Gitter L mit 3(x, x) = 1 hei& Minimalvektor. 
Das von allen Minimalvektoren in L als additive Gruppe erzeugte Gitter M 
ist ein Untergitter von L. Wir sagen dann: L ist vom Typ M. M reicht oft 
schon zur Charakterisierung von L hin. In diesem Fall schreiben wir statt 
L such einfach sein Minimalvektorgitter. Bis auf Isomorphismen existieren 
genau folgende unzerlegbare, von Minimalvektoren aufgespannte Gitter, 
aus denen man jedes beliebige vorkommende System von Minimalvektoren 
durch Bildung orthogonaler Summen gewinnen kann (siehe z.B. [lo]): 
Seien e, ,..., e, orthogonale Einheitsvektoren im r-dimensionalen Raum. 
I 
*+1 n+1 
A, = c xiei 1 xi E Z, c xi = 0 
1 
, 
i=l 1 
das von den Minimalvektoren ei - ej (i # j) erzeugt wird. A, ist ein 
n-dimensionales Gitter der Diskriminante n + 1. Eine Basis bilden z.B. 
die Vektoren a, = e, - e2 ,..., a, = e, - e,,, mit (q, ak) = 1 + &. 
Die Anzahl der Minimalvektoren ist n . (n + 1). Jede Permutation der 
Indizes liefert einen Automorphismus von A, . 
64d5/2-4 
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D, (a 3 4). 
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D, = 
i 
i xiei 1 xi E 2, f xi = O(2) 
14 i=l I 
wird von den Minimalvektoren fed f ej (i # j) aufgespannt und ist ein 
n-dimensionales Gitter der Diskriminante 4. Die Anzahl der Minimal- 
vektoren betrggt 2 * n * (n - 1). Man hat: D, N A3, D:, N A, @Al , 
wenn man das System analog bildet. Permutationen der ei und beliebige 
Zeichenwechsel ei --f -q ergeben Automorphismen von D, . 
EB = 2 Xiei / 2Xi E Z, Xi - XI, E Z, i Xi zz O(2) 
i=l i=l I 
wird von den insgesamt 240 Minimalvektoren &ei + ej (i # j) und 
& Z&C?i mit 24i = &$, &a Us G O(2) erzeugt als Cdimensionales Gitter 
der Diskriminante 1. 
E, . Das zu einem bestimmten Minimalvektor x in E,, orthogonale 
Teilgitter hat die Dimension 7 und Diskriminante 2. Da alle Minimal- 
vektoren in E8 unter der Automorphismengruppe von Es konjugiert sind 
([lo], [4] S.249), kann man x beliebig wghlen. So ist E, LB. zu beschreiben 
durch: 
E, = 1 i xiei E E8 1 $ xi = 0). 
I=1 i=l 
E, enthglt 126 Minimalvektoren. 
E, . Der zu einem Untergitter vom Typ A, orthogonale Teil von Es 
bildet ein 6-dimensionales Gitter der Diskriminante 3. Wieder ist das 
orthogonale Teilgitter bis auf Isomorphie unabhgngig von der Wahl des 
Untergitters A, , fi.ir das man z.B. y = + &, e, , z = 4(&, ei - (e, - es)) 
als Basisvektoren wahlen kann. Das ergibt 
mit 72 Minimalvektoren. FaDt man die unzerlegbaren Minimalvektorgitter 
ftir n < 8 in einer Tabelle zusammen, wobei (r) die Anzahl der Minimal- 
vektoren bedeute, so ergibt sich folgendes Bild: 
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Wir untersuchen jetzt, welche Enthaltenseinsrelationen zwischen den 
unzerlegbaren Systemen von Minimalvektoren genau bestehen. Aus den 
Definitionen ergeben sich die folgenden Enthaltenseins-Relationen 
(+ bedeute: ist enthalten in): 
Al e A, + A3 -+ A, + A5 -+ A, + A, * A, --F A, -+ .*a 
L 
(3.2) 
HILFSSATZ. AuJer den Enthaltenseinsrelationen (3.2) gibt es keine 
weiteren. 
BEWEIS. Wir betrachten zunlchst unzerlegbare Untergitter U, bzw. T,, 
m < n, mit m -linear unabhangigen Minimalvektoren in A, bzw. D, 
(n b 4). 
Fiir m < 3 ist jedes U,,, bzw. T, vom Typ A,, und wir konnen durch 
Automorphismen von A, bzw. D, jedes U3 in das von den Vektoren 
ei - ek , 1 < i -C k < 4, bzw. jedes T3 in das von diesen oder das von den 
&ei f ek , 1 < i < k < 3, erzeugte Gitter tiberfiihren. Werde allgemein 
jedes lJ,-, , m 3 4, modulo Automorphismen von A,, von den et - eK , 
1 < i < k < m, jedes T,-l, m >, 4, modulo Automorphismen von D, 
von diesen Vektoren oder von den fei -& ek , 1 < i < k < m - 1, 
aufgespannt. Jedes U, enthalt ein U,-, . Da es uns nur auf den Typ des 
U, ankommt, kijnnen wir die ei - ek , 1 < i < k < m, in U,,+, annehmen 
und in U, einen weiteren Minimalvektor e, - e, mit 1 <,j < m (wegen 
der Unzerlegbarkeit) und r = m + 1 (modulo eines lJ,-, nicht Bndernden 
Automorphismus von A,). U,,, wird dann von den ei - ek , 1 < i < 
k < m + 1, erzeugt und ist vom Typ A, . Entsprechend kiinnen wir in T, 
dieVektorenei-ee,,l <i<k<m,oderfe,fe,,l <i<k<m-1, 
annehmen und im 1. Fall ein ej + e, , 1 < j, r < m oder ein ej - e,,, , 
1 < j < m, falls m < n ist, im 2. Fall ein ej - e,+l, 1 < j < m. 
Damit wird T, modulo Automorphismen von D, von den fei f ek , 
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1 < i -C k < m, aufgespannt und ist vom Typ D, oder-nur fiir m < n- 
vondenei--ee,,l <~ik<m+l,undistvomTypA,. 
Damit ist gezeigt: Jedes U,,, ist vom Typ A,, jedes T, fiir m < n vom 
Typ A, oder D,, (m 3 3, wobei D3 N As), fiir m = n vom Typ D, . 
Fiir beliebiges n und m 3 4 gilt daher: G’ g G” fiir G’ = E, , E, , Es und 
G”=A D ’ D,QA,, A,@D,. Aus Diskriminantengriiden kann 
A, bzw. “d, &it in Es, D, nicht in E7 liegen. 
Orthogonal zu einem A, haben wir in A,, ein Gitter vom Typ Ala-(m+l) , 
in D, eines vom Typ Dn-(m+l) , senkrecht zu einem D, C D, eines vom 
TYP D,-, . Das kleinste unzerlegbare Minimalvektorgitter, welches nicht 
vom Typ E, , s = 6,7,8, ist und ein D, @ D, bzw. A, @ D, bzw. A, @ A,. 
enthglt, ist vom Typ Dm+,. bzw. D,,,+,+l bzw. A,+,+1 . 
4. Die Faktorgruppen A,#/A,, , 1),*/D, , E,+jE, , E,#IE, , EBil’IE6 
(a) A,#/An N Z/(n + l)Z: A,# besteht genau aus den Vektoren 
a-l Cy=:’ xiei mit 0 # a E Z und Crzt xiei E A,, , fiir welche die Bedingung 
(1) a-l(xi - xlc) E Z fiir alle i, k: 1 < i, k < n + 1 erfi.illt ist. Fiir jedes 
feste i gilt: 
Z 3 a-l (F1 (Xi - Xj)) = a-l ((* + 1) Xi - nfl Xj) = a-+ + 1) Xi 
i=l j=l 
j#i 
Deshalb ltiI3t sich schreiben: a-lx, = zI/(n + 1) und wegen (1): 
a-lxi = Zi + -.2i- 
a+1 
n+1 
mit zI xi = 0, Zi E Z. 
Die Vektoren 
y1 = & i ei - * en+1 
n 
yn = n+l el -J&7$ 
sind paarweise inkongruent modulo A, und bilden zusammen mit y, = 0 
ein vollstlndiges ReprHsentantensystem der Restklassen von A,#/A, . 
2‘bDIMENSIONALE QUADRATISCHE FORMEN 149 
Wegen r * y, = y,. mod A, fiir 0 < r < n folgt: A,#/A, N Z/(n + l)Z. 
Wird ein Vektor y, modulo A, abgeandert, so andert sich seine Ltinge nur 
modulo 2. Wir berechnen die Langen Z(y,): 
4YA = (n ;2 1)2 * (n - r + 1) + (n(Y-~~)~)z * r = r(n TJ r r, , I 
wie sich aus leichter Umrechnung ergibt. Statt y0 , y, ,..., y, werden wir als 
Vertreter meist y,, , fyi ,..., &Y(,-~),~, y(n+l)lz fur n = l(2)bzw. y. , 
fyl ,... L fynlz fur n E O(2) wahlen. Es ist A, + Zy, N E, . 
Z/42 fiir n ungerade 
(b) &#I&, = jzjzz x z,2z ffir n gerade/: D,# besteht aus den 
Vektoren a-l Cy=l xiei , 0 # a E Z, x:i”=, xiei E D, , mit a-‘& i x,) E Z 
oder, indem man a-lxi = xi’ setzt, 
D,jp’ = i xi’ei j 2X$’ E Z, xi’ - xk’ E Z . 
i=l i 
Die Vektoren y1 = 4 Cr=, ei , y, = e, , y, = $(xi”=;’ ei - e,) aus D,# 
sind paarweise inkongruent module D, und ergeben zusammen mit y. = 0 
ein vollstandiges Repdsentantensystem der Restklassen von D,#/D, . Fur 
ungerades n sieht man: r . y1 = yr mod D, fur r = 0, 1, 2, 3, d.h. 
Fiir gerades n gilt das nicht, und wir haben: D&/Dzn N Z/22 x Z/22. 
Allgemein ist I(y,) = I(y,) = n/4, I(y,) = 1. Es gilt: D, + Zy, N E, fur 
i= 1,3. 
(c) E,# = E, , weil d(E,) = [Es+: E8J = 1 ist. 
(d) E1+-/E, r2i Z/22 wegen d(E,) = 2. Weil E7 ein Gitter vom Typ A, 
enthglt, folgt: A,# 1 E,#, und zwar besteht E,# aus den Vektoren 
&, xiei E A,#, die der Bedingung 
(2) i &Xi E z, Ui = III*, 
i=l 
ilui = O 
geniigen. Unter den Reprgsentanten y1 ,.,., ys der Restklassen von A,#/A, 
(siehe (a)) erftillen y1 und y5 = yI mod E, , sowie y3 und y, = y, mod E, 
die Bedingung (2) nicht. y, liegt schon in E, ; und es ist yz = ys mod E, 
und geniigt (2). 
64d5b4* 
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Damit ist E7# = E, + [$(& ei - 3(e, + es)) + E,] mit 
1 
i 
* i e, - 3(e, + e,) = f. 
i=l 1 
(e) E,#/E, N Z/32. Sei E, wie in I.3 gegeben. Die Vektoren 
ei - ek E E, erzeugen ein Untergitter A, @ A,, d.h. wir haben: 
AS+ @ AL+ 3 E6# 3 E, 3 A, @ A, . E,#/E6 ist Untergrnppe der Ordnung 3 
in A,# @ A,#/& (Ordnung 6). Sind 0, fs, , -& , sg bzw. 0, t, die Vertreter 
von A,#/& bzw. A,#/A, wie in (a), so sind die Vektoren si + I,, 
i = O,..., 5, paarweise inkongruent modulo E8, bilden also ein voll- 
standiges Reprhentantensystem der Restklassen von A5# @ A,#/& . Dann 
repdsentieren y0 = 0 und fyi mit y1 = s2 + z0 = S(C%, ei - 2(e, + e,)) 
und Q-J-yr) = $ die Restklassen von E,#/E, . 
Bemerkung (4.1). Die in (a)-(e) gefundenen Restklassenvertreter yi 
sind Vertreter minimaler Lange in ihren Klassen. La& sich bei Bildung 
orthogonaler Summen @I=, Gi#/Gi mit unzerlegbaren Minimalvektor- 
gittern Gi aus ihnen kein Vektor der Lange 2 kombinieren, so such nicht 
aus beliebigen anderen Vertretern der Klasse. Der Einfachheit halber 
schreiben wir statt der Klassen von Vektoren kurz die Vertreter &yi und 
sprechen von den Vektoren in G#/G. Die Schreibweise +xiil, + yill stehe 
abkiirzend fur &xi f yj, &xi & yz , fx, f yj und fxl, f yz . 
5. Wntergitter 
HILFSSATZ (5.1). Sei G(r, d) C G(n, 1). Dann gilt ftir dus zu G(r, d) in 
G(n, 1) orthogonale Teilgitter G(r, d)+ G(n - r, d) C G(r, d)l. 
BEWEIS. Zunachst hat G(r, d)l die Dimension n - r. Mit G(r, d) @ 
G(r, d)l C G(n, 1) folgt dann G(n, I)# = G(n, 1) C G(r, d)# @ (G(r, d)l)#. 
Es ist [G(n, 1): G(r, d) 0 G(r, d)l] = [G(r, d)# @ (G(r, d)l)#: G(n, l)] < d. 
Denn jedes x E G(n, 1) schreibt sich als x = x1 + x2 mit x1 E G(r, d)#, 
xz E (G(r, d)l)#. 1st dabei x1 E G(r, d), so x2 E G(r, d)l, d.h. x E G(r, d) @ 
G(r, d)l. Liegen fur x’ = x1’ + x2’, x” = xl + xi E G(n, 1) die Anteile x1’ 
und xi in derselben Restklasse von G(r, d)#/G(r, d), so gehiirt x’ - x” zu 
G(r, d> 0 G(r, d)l. Wegen I G(r, d)#/G(r, d)l = d gibt es also hijchstens 
d Klassen von Vektoren in G(n, l)/G(r, d) @ G(r, d)l. Vergleich der 
Diskriminanten liefert die Aussage des Satzes. 
DEFINITION. Mit G* bezeichnen wir ein Untergitter vom Index m in 
einem Gitter G. 
Uber Untergitter vom Index 2 bzw. 3 beniitigen wir die Aussagen: 
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SATZ (5.2). Enttilt ein Gitter L ein System von Minimalvektoren von 
einem der unten in der ersten Spalte aufgeefiihrten Typen, so enthiilt jedes 
Untergitter L2 ein System von einem der daneben in der zweiten Spalte 
aufgeftihrten Typen : 
A, 
n-1 
A,-, 0 A,-, , also A,, r >, 2 
D, (n 2 4) D, @ D,-, oder A,-, , also A,-, oder D, , m > ; 
EC3 D,,E,O4 
E7 A,,D,OA,,E, 
-Gi D,,A,O4 
Beweis siehe [5], S.34. 
(5.2a). E, @ A, und D, sind in EB , D, @ A, und A, in E, , D,,, @ D,-, 
in D, Untergitter vom Index 2. Das folgt sofort aus den Diskriminanten. 
SATZ (5.3). Enthiilt ein Gitter L ein System von Minimalvektoren von 
einem der unten in der ersten Spa&e aufgeftihrten Typen, so enthiilt jedes L3 
ein System der daneben aufgeftihrten Typen: 
L L3 
D, (n 2 4) A,-1 0 D,-, 
E3 D,,E,,EcxO&,As 
E7 A,OA,,D,OA,,A,,D,,& 
-% A,OA,OA,,A, 
Zum Beweis benijtigen wir noch einen Hilfssatz iiber Vektoren in E, : 
HILFSSATZ (5.4). In E8 kiinnen je 2 Vektoren der Liinge 4, ebenso je 
2 Vektoren der L&nge 6 durch Automorphismen ineinander iibergeftihrt 
werden; die Vektoren der Lcii?ge 8 zerfallen in zwei Klassen, vertreten durch 
~~~, ei und cf, ei - e, . 
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BEWEIS. Die Vektoren der Lange 4 lassen sich durch Permutation der 
Indizes und eine gerade Anzahl von Vorzeichenwechseln auf eine der drei 
Formen: 
x1 = 2e, , x2 = $ ei, 
i-=1 
x3= &++(j2ei-e8) 
bringen. Vektoren der Lange 6 lassen sich ebenso auf die Falle: 
X4= 2 ei, x5 = 2el + e, + e3 , x6 = Q(e, + e2) + t fJ ei 
i=l i=3 
reduzieren und die Vektoren der Lange 8 auf: 
7 5 
x7 = 2(e, + e,), x3 = 5 ei , X0 = C ei - e, , Xl0 = 2e, + C ei , 
i=l i=l i=2 
X 11 = t (3 i ei + i ei - e8) und 
i=l i=4 
xl2 = 4 (5e, + 5 ei). 
i=2 
Die Spiegelung t,: z -+ z - 2(z, ~)(a, a)-%~ an der zu a orthogonalen 
Hyperebene ist nun eine Einheit von E8 , falls Q E Es und (a, a) = 2 ist. 
Durch Anwendung von t, mit a = x, - x2 bzw. x1 - x, bzw. x, - x, 
bzw. x4 - x, bzw. +(x8 - x,) bzw. xIO - xl2 bzw. xl1 - xl0 bzw. x9 - xl1 
kiinnen wir xZ in xa , xs in x1 sowie xg in x, , xg in x4 , weiter x, in x8 und 
xl2 in xl0 , xl0 in xll, xl1 in xl0 iiberfiihren. Also sind alle Vektoren der 
Lange 4 und alle Vektoren der Lange 6 unter der Einheitengruppe von E, 
konjugiert und die Vektoren der Lange 8 in &, ei oder CL, ei - e8 zu 
transformieren. Hier liegen tatsachlich zwei Klassen vor, denn die zu 
&, ei orthogonalen Minimalvektoren in E, bilden ein Gitter vom Typ E, , 
die zu &, ei - e8 senkrechten eines vom Typ A, . 
Es folgt der Beweis von (5.3): Wie im Beweis zu (5.2) in [5] konnen wir L 
als das von den angegebenen Minimalvektoren erzeugte Gitter annehmen. 
1st L vom Typ A,, so liegt es in dem von den Basisvektoren e, ,..., e,,, 
aufgespannten ganzen Gitter K. L3 ist Durchschnitt von L mit einem 
Gitter K3, und diese Untergitter entsprechen durch Dualitat den Vektoren 
aus K* modulo 3K#. Es ist KS = K, und alle Vektoren aus K sind 
modulo 3K und durch Permutation der ei auf die Form: 
zu bringen. Der dazu modulo 3 orthogonale Teil von L enthiilt ein System 
von Minimalvektoren A,_1 @ A,+ @ A,-(,+,) , also notwendig ein A, 
mit s 3 (n - 2)/3. Das liefert die Behauptung. 
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Liegt der Typ D, vor, so wird L# durch L und die Vektoren ei und 
4 XT=, e, erzeugt. Die Vektoren aus L# lassen sich durch Abanderung 
modulo 3L+f und Automorphismen ei --+ &ei von L auf die Form CL, ei 
bringen. Modulo 3 orthogonal dazu haben wir in L ein System von 
Minimalvektoren des Typs A,-, @ D,-, , woraus die Behauptung folgt. 
Im Falle des Typs E, ist Lip- = L, erzeugt von Minimalvektoren 
&ei & ei und Ct, uiei mit &tui = 4, C&, ui = O(2). Durch Addition von 
Vektoren aus 3L kann man alle Vektoren aus L auf die Lange 4, 6 oder 8 
bringen. Mit (5.4) kijnnen wir uns daher auf 2e, , Cl, ei, & ei - e, und 
&, ei beschranken. 
Senkrecht modulo 3 zu CL, ei - e, sind die Vektoren ei - e, , 
1 < i f k < 7; ei + e, , 1 < i < 7; &(a xi”=, et) (orthogonal zu ei - et) 
und +(C& uiei - +ea) mit ui = +$, &, ui = Q. Sie spannen ein unzer- 
legbares Minimalvektorgitter einer Dimension n: 7 < n < 8 mit 72 
Minimalvektoren auf, das nach (3.1) vom Typ A, sein mu& 
Zu &, ei modulo 3 orthogonal sind genau die Minimalvektoren 
e--k, 1 < i # k < 6; ‘&I uiei mit Ui = -&&, &I Ui = 0, also 
u, + ug = 0, und f(e, - e,), die nach I.3 gerade ein E, erzeugen, und 
senkrecht dazu i(e, + e,) und & uiei mit Ui = A+, &, ui = f3, die 
ein Gitter vom Typ A2 aufspannen. 
Zu 2e, bzw. ‘& ei modulo 3 orthogonal in L erhalten. wir Minimal- 
vektorgitter D, bzw. ET . Also ergeben sich genau die im Satz aufgeftihrten 
Mijglichkeiten fur die Minimalvektoren in L3. 
Sei jetzt L vom Typ E, . Nach [9], 82:18 ist dann die orthogonale 
Summe von L3 mit einem A, in einem maximalen Gitter der Norm 22, 
also in einem E, (als Untergitter vom Index 6) enthalten. Damit liegt es 
such in einem Untergitter vom Index 3 von E,, . Diese besitzen, wie wir eben 
sahen, Untergitter D, , ET, A, und E, @ A,. Urn Konfigurationen von 
Minimalvektoren in L3 zu erhalten, brauchen wir nur den zu einem 
beliebigen Minimalvektor in D, , E, , A,, E6 bzw. A, orthogonalen Teil des 
jeweiligen Ea3 zu betrachten. 
Denn man sieht sofort, daB man in D, , A, und A, irgend zwei Minimal- 
vektoren, in E, jedenfalls irgend zwei der ei - ek und ebenso der CL, uiei , 
ui = &$, durch Automorphismen der jeweiligen Systeme ineinander 
tiberftihren kann. Unter der Spiegelung tb mit b = &(&, ei - ‘&, e,), 
die Einheit von E, ist, geht e, - e, in &(e, - &, ei + &, ei) i.iber. Also 
sind such in E, alle Minimalvektoren unter der Einheitengruppe des 
Systems konjugiert. Da nach [4] nur eine Klasse gerader G(6, 3) existiert, 
ist E, N (A, @ A2 @ A,) + 2(x, + y, + ZJ = G, , wobei &, A, von 
den Minimalvektoren ei - eL , 1 2 i -=c k < 3,4 ,< i < k < 6,7 < i < 
k < 9 aufgespannt werde und C&=1 (A,#/A,) = (&Xi f yj f zk) wie in 
I.4 sei. Je zwei beliebige der ei - ek sind ebenso wie irgend zwei Minimal- 
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vektoren der Gestalt CL1 Siei , si E )Z\Z, durch Automorphismen von G, 
(geeignete Permutation der Indizes) ineinander tiberzufiihren. Unter der 
Spiegelung t, , b = x1 + y, + z1 , die Einheit von G, ist, geht z.B. e, - e3 
in +(2e, - e2 - e3) - y, - z1 iiber. Also sind such hier alle Minimal- 
vektoren unter der Einheitengruppe konjugiert. 
Damit ergibt sich in L3 ein System D, @ A, fiir D, C Es3, ein System A, 
fur A, C Es3, ein System De fur E7 C Eg3 (orthogonal zu e, - e2 
in E, sind die 60 Minimalvektoren ei - ek , 3 < i # k < 8, und 
-J$&, + Be, + &, uiei), ui = &,8, &, ui = -1) sowie ein System E, 
oder A, @ A, fur E6 @ A, C Es3 (in E6 hat man senkrecht zu e, - e, genau 
die Minimalvektoren ei - e, , 1 < i # k < 6). 
SchlieDlich ist noch zu zeigen, daD jedes Untergitter vom Index 3 in einem 
Minimalvektorgitter vom Typ E6 ein Untergitter A3 oder A, @ A, @ A, 
besitzt. Dem Beweis zu (5.2) entnimmt man: E, r) D, @ G(1, 12), also 
EG3 3 OS3 @ G(l, 108). Wir sahen bereits, dal3 in jedem OS3 ein Minimal- 
vektorgitter AmMI @ D,-, liegt. AuBer fiir m = 3 ergibt das stets ein A, 
in Ee3. Sei nun m = 3, d.h. werde OS3 durch die zu e, + e2 + e3 modulo 3 
orthogonalen Vektoren von D, gegeben, so haben wir A, @ A, @I A,’ @ Za 
mit a = 2(e, + e2 + e3), (a, a) = 12 in OS3 und 
Kl = A, 0 A, @ A,’ @ Za @I G(l, 108) C Ee3 C K,# 
fur jedes EG3 ohne Untergitter A, . 
Die Vektoren von U, = EG3/Kl bilden eine Untergruppe der Ordnung 
23 . 3 in 
K,#/K, = A,#/A, @ Ale/A1 0 (A,‘)#/A,’ 
@ (Zu)“/Zu + G(1, 108)#/G(l, 108) 
= (35% + Yj + Zk It %7 35 t,] (Ordnung 26 * 33. 
Die Vektoren &xi + yj + z0 i s, & t, , m = O(3), aus K,#/K, bilden 
eine Gruppe T1 der Ordnung 23 * 35, die mit 17, noch ein Element der 
Ordnung 3 gemeinsam haben mug. Die einzigen Vektoren der Ordnung 3 
in T, sind x0 + y, + z. + so & t,, . Damit ist K = A, 0 A, @ A,’ @ 
G( 1, 12) @ G( 1, 12’) C Ee3, I/ = Ee3/K von der Ordnung 23, KS/K von der 
Ordnung 26 . 33 und die Gruppe T der Vektoren &xi + y, + zlc f s, f t, 
aus K*/K von der Ordnung 25 . 33 (-&, stehe jetzt fur die Vertreter von 
G( 1, 12)‘#/G( 1, 12)‘). Im Durchschnitt von T und U liegt also eine Gruppe 
der Ordnung 4. 
Die geraden Vektoren von T sind genau: (1) &x1 + y, + z1 f s1 & t, , 
~2)-fx~+~~+~,~~~i~,,~3~~~+~~+~~~~~~~~~~~~~~~+~~+ 
z. + ss + t, und der Nullvektor. Vektoren aus (I) bzw. (2) liefern mit A, 
ein Untergitter A3 , also ist u = x0 + y. + z1 + s3 + t3 in U anzunehmen. 
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Entsprechend erhalt man mit Vorschrift von zk = z,, einen der 
Vektoren x0 + y1 + z0 f ss & t, E U, wegen gerader Langen in U: 
b = x,, + y0 + z, + s3 - t, E U. Da Q und b zu A, orthogonale Minimal- 
vektoren sind, mit a senkrecht zu A, und b, nicht senkrecht zu 
Al’ und mit b orthogonal zu Al’, nicht orthogonal zu A, , erhalten wir 
A, @ A, @ A, C EG3. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
(5.3a) EB @ A, ist Untergitter vom Index 3 in EB , A, @ A, @ A, vom 
Index 3 in Es. 
II. DIE GERADEN GITTER DER DIMENSION 24 
UND DISKRIMINANTE 1 
Von jetzt ab seien alle auftretenden Gitter gerade. Unter 11.6 gewinnen 
wir die miiglichen Minimalvektorgitter in den G(24, 1) und zeigen dort und 
unter 11.7, da0 sie jeweils genau eine Klasse von G(24, 1) festlegen. In II.8 
schliel3lich weisen wir nach, dal3 noch genau eine Klasse von Gittern ohne 
Minimalvektor hinzukommt. 
6. Miigliche Minimalvektorgitter 
Urn alle moglichen G(24, 1) mit Minimalvektoren zu bestimmen, gehen 
wir in (1) von solchen mit Untergitter E, aus. In (2) bzw. (3) setzen wir 
Untergitter vom Typ E, @ A, bzw. D8 in G(24, 1) voraus. Da E, @ A, und 
D, nach (5.2) und (5.2a) genau die Untergitter vom Index 2 in E, sind, 
erhalten wir unter (2) und (3) genau die Nachbarn von (1). Uber die 
miiglichen Minimalvektorgitter gewinnen wir die tatsachlich auftretenden 
G(24, 1). Nach demselben Prinzip verfahren wir weiter, wobei bereits frtiher 
aufgetretene Konfigurationen von Minimalvektoren nicht mehr untersucht 
zu werden brauchen. Unter (4) bestimmen wir die 3-Nachbarn von (1) mit 
Untergitter E6 @ A, , unter (5) und (6) alle G(24, 1) mit Untergittern 
D, @ A, bzw. A, als Nachbarn von Gittern (2). G(24, 1) mit Untergittern 
D, @ D, bzw. D, @ D, ermitteln wir unter (7) und (8) als Nachbarn von 
Gittern (3). D4 @ A, bzw. A, @ A, nehmen wir unter (9) und (11) in 
G(24, 1) an und bekommen Nachbarn von Gittern, die ein Untergitter D, 
oder D, enthalten. 
Unter (10) und (12) sehen wir, dal.3 uns alle G(24, 1) mit Untergittern 
D, @A, @A, bzw. A, @A, @A, bereits bekannt sind. (13) und (14) 
schliel3lich liefern weitere G(24, l), die ein A, 0 A, @ A, bzw. 4 x A, 
enthalten. Sie sind im l.Fall nach (5.3a) 3-Nachbarn von G(24, 1) mit 
Untergitter Es , im 2.Fall nach (5.2a) Nachbarn von G(24, 1) mit Unter- 
gitter D, . Dal3 i.iber gewissen in 11.6 auftretenden symmetrischen Minimal- 
vektorgittern genau ein G(24, 1) existiert, sehen wir in 11.7. 
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Bevor wir mit dem beschriebenen Verfahren beginnen, beweisen wir 
noch drei Hilfssatze: Sei n # 8. 
HILFSSATZ (6.1). (a) Fiir n = O(8) existieren genau folgende unzer- 
legbare G(n, 1) mit Untergittern D, @ D,-, , m < n/2: eines vom Typ D, 
undje eines vom Typ D, @ D,-, , r < n/2, fiir r = 4(8), r # 4. 
(b) Liegt Of=, D,, , CL, mi = n, in G(n, l), so mu] notwendig 
mi E O(4), m, > 4, se&, oder wir bekommen eines der Gitter von (a). 
BEWEIS. (a) Sei D, @ D,-, C G(n, 1) und zunachst m = 0. Ein 
G(n, 1) iiber D, erhalten wir nach (2.1) durch jede Gruppe der Ordnung 2 
von geraden Vektoren in D,*/Dn . Wir wahlen die Restklassenvertreter yi 
wie in I.4 und erhalten-modulo des Automorphismus e, --f -e, von 
D,--genau eine Gruppe der Ordnung 2 von geraden Vektoren, die von y1 
erzeugte. D, + Zx, ist das eindeutige G(n, 1) iiber D, . Es ist vom Typ D, . 
Fiir m mit 1 ,< m < n/2 suchen wir Untergruppen U der Ordnung 4 
von geraden Vektoren in D,++/Dm @ D~-,,JD,+,,, = {xi + ylc). An geraden 
Vektoren bleiben auher solchen, die zu einem D, oder zu einem zerlegbaren 
C(n, 1) fiihren, hkhstens: (1) xl13 + yli3, (2) xlj3 + yz, (3) x2 + Y,I, und 
der Nullvektor. Von den Vektoren (1) konnen in U htichstens zwei fiir 
m E l(2) bzw. einer fiir m 3 O(2) liegen, da Summenbildung sonst 
ausgeschlossene Vektoren ergibt. (2) und (3) sind nur gerade fur m = 4(8). 
Auch von ihnen kann nur jeweils einer zu U gehoren. 1st m = 4, so haben 
wirft.iri= 1,3:(D,@D,-,)+Z(x,+y,)~D~.m=4(8)undm>4 
ist also eine notwendige Bedingung zur Gewinnung eines G(n, 1). 
Andererseits kiinnen wir in diesem Fall x, + yz und x2 + y, in U 
annehmen, die U eindeutig festlegen und genau ein G(n, I) liefern. Dieses 
besitzt keine weitereri Minimalvektoren, d.h. wir erhalten jeweils genau ein 
G(n, 1) vom Typ D, @ D,-, mit r ,< n/2, r E 4(8) und r > 4. 
(b) Liegt &, D, , & m, = n, in einem unzerlegbaren G(n, l), aber 
kein Untergitter wie i; (a), so kiinnen zu der nach (2.1) gesuchten Gruppe 
U der Ordnung 8 von geraden Vektoren xi + yi t zk E &, (DZJD,.) 
hochstens gehoren: (1) x1/3 + yl13 + zl13 , (2) xl/3 + ylj3 + zi mit i = 0 
bzw. 2 je nachdem, ob m, + m2 = O(8) bzw. = 4(8) ist undpermutationen 
(3) und (4), (5) x1/3 + y, + z2 bzw. xlj3 + {:‘$:} und Permutationen (6) 
und (7), sowie der Nullvektor. Ohne Einschrlnkung sei m, = O(2). Fur 
m2 = m3 E l(2) ist kein Vektor unter (2), (3), (6), (7) gerade; von den 
Vektoren (1) bzw. (4) bzw. (5) kiinnen nur jeweils 2 bzw. 2 bzw. einer zu U 
gehijren, d.h. dieser Fall scheidet aus. 1st mi = O(2), i = 1, 2, 3, so kommt 
von den Vektoren (l)-(7) nur jeweils hiichstens einer, also notwendig einer 
in Frage. Gerade Langen liegen fur (l)-(7) nur vor fur mi E O(4). mi = 4 
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fur ein beliebigs i bringt uns zu einem der unter (a) behandelten Gitter. 
Daher ist notwendig: mi = O(4), mi > 4. 
HILFSSATZ (6.2). Es gibt genau drei Klassen von unzerlegbaren G(24, 1) 
iiber Untergittern & Dmi , Cy=, mi = 24; und zwar sind die Vertreter 
vom Typ D,, bzw. D,, @ D,, bzw. D, @ D, @ D, . 
BEWEIS. Unter Beriicksichtigung von (6.1) ist nur noch zu zeigen, da8 
genau ein unzerlegbares G(24, 1) ohne Untergitter D, @ Dz4+, , also ohne 
weitere Minimalvektoren, i.iber D, @ D, @ D, existiert. D = &, (D,#/D,) 
hat die Ordnung 64; die Vektoren x o/2 + yo12 + zO/1/2/3 bilden eine 
Untergruppe T der Ordnung 16. Zu jeder Untergruppe U der Ordnung 8 
von Vektoren gerader Lange # 2 in D mu13 daher noch ein von 0 verschie- 
dener Vektor von T gehiiren. Daftir kommen nur x2 + y2 + z1,3 in Frage, 
von denen wir x2 + y2 + z1 E U annehmen kiinnen. Entsprechend erhalt 
man x2 + y, + z2 und x1 + y, + z2 in U, die mit x2 + y2 + z, schon eine 
Gruppe der Ordnung 8 erzeugen. U und damit G(24, 1) ist eindeutig 
bestimmt und G(24,l) vom Typ 3 x D, . 
HILFSSATZ (6.3). ober 4 x D, existiert genau eine unter (6.2) noch 
nicht erfajte Klasse von G(24, 1). Ihre Vertreter sind vom Typ 4 x D, . 
Ein Untergitter D, @ D, @ D, @ D, in G(24, 1) fiihrt notwendig zu einem 
der Gitter von (6.2). 
BEWEIS. Gerade Lange in @tEl (D,#/D,) = {xi + yj + zk + s,} besitzen 
genau die Kombinationen mit je einem Index gleich 0 bzw. 2 und den 
iibrigen Indizes gleich 1 oder 3, xi13 + yl13 + z,/, + sl13,x, + y2 + z2 + s,, 
der Nullvektor und solche, die zu Gittern von (6.2) fiihren. Die gesuchte 
Untergruppe U der Ordnung 16 kann hijchstens zwei der Vektoren 
x1/, + yl13 + zlj3 + s,/, und jeweils hijchstens einen der Vektoren 
x0 + y, + =I/3 + sl/, usw. enthalten. Daher mug-bis auf Auto- 
morphismen von @i=, D,-x, + y, + z1 + s, und x2 + y2 + z2 + s2 E V 
sein, weiter einer der Vektoren x0 + y, + zli3 + s,/, . Davon entfallen 
x0 + Y2 + =I + Xl und x0 + y, + z3 + s3, da ihre Summe mit 
x1 + y, + z1 + s1 nicht gerade ist, und wir konnen (nach evtl. Vertauschen 
zweier D,) x0 + y, + z3 + s1 E U annehmen und weiterhin mit denselben 
Uberlegungen x0 + y, + z1 + s2 . Die so gefundenen vier Vektoren 
erzeugen bereits V, G(24, 1) ist eindeutig und vom Typ 4 x D, . 
In D,#/D, @ D,#/D, 0 D//D, 0 D//D, stehen weniger Vektoren 
gerader Lange zur Verftigung, so da13 sich eine Gruppe der Ordnung 16 
nur bilden IaBt, wenn man Minimalvektoren hineinnimmt, die aber dann, 
zu Gittern von (6.2) ftihren. 
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Es folgt die Durchfiihrung des oben beschriebenen Verfahrens: 
(1) G(24, 1) r) E, . Zu Es orthogonal ist ein G(16, 1). Nach [4] 
existieren genau zwei gerade G(16, l), eines vom Typ ES @ ES , eines vom 
Typ Dls . Wir erhalten zwei G(24, l), eines vom Typ Es @ E8 @ E, und 
eines vom Typ Es @ D,, . Sie sind die einzigen zerlegbaren G(24, 1). 
(2) G(24, 1) 1 E, @ A, . E, @ A, ist nach (5.2a) Untergitter vom 
Index 2 in einem E, , jedes Gitter (2) also Nachbar eines Gitters (I), und 
wir haben orthogonal zu E, @ A, ein Untergitter vom Index 2 in E, @ E, 
oder D,, , d.h. mit (5.2): E, @ E, @ A, @ A,, E7 0 A, @D, , D, @ DIByrn 
oder Al5 . 
(a) Enthalt G(24, 1): E, 0 E,’ 0 A, 0 Al @ {$BA1)J so untersuchen 
wir weiter den zu einem E, @ A,’ C E, @ E,’ orthogonalen Teil (E, @ A,‘)l 
des G(24, 1). Die Minimalvektoren von (E, @ A,‘)l kijnnen aus Dimen- 
sionsgriinden nicht samtlich orthogonal zu E, @ ET’ sein, d.h. wir haben 
in (E, @ A1’)i ein von Minimalvektoren aufgespanntes Gitter M, das zu 
Al’, aber nicht zu E,’ orthogonal ist. Es gelte: 
(a,) (E, @ A;)’ 2 E,O @ E; @ A, @ Al . M = A, oder A, @ A, geht 
wieder aus Dimensionsgrtinden nicht, M 3 E,O bzw. E; fiihrt aber zu 
einem E, , d.h. zu (I), und wir bekommen keine neuen Gitter. 
(a,) (E, @ A,‘)‘1 E; @Al @D, . Es bleibt nur die Moglichkeit: 
MI De. D, @ A,’ und E,’ liegen aber nach (3.2) fur m > 6 in keinem 
gemeinsamen Obergitter, falls D, nicht orthogonal zu E,’ ist. Auch hier 
ergeben sich keine neuen Gitter. 
(4 (4 0 4’)’ 1-b . Zu A,, 0 Al’ und E,‘, A,, nicht orthogonal 
zu E,‘, existiert kein Obergitter. 
(a4) (E, @ A,‘)’ 1 D, @ D16+, m < 8. Es mu13 M gleich 
D, sein mit m < 6 (siehe (az)). Andererseits erhalten wir mit 
dim(E, 0 E,’ @ D,,-,) < 24 die Bedingung: m 3 6. Ein D, @ A,’ liegt in 
E,‘, und wir bekommen ein miigliches Untergitter vom Typ E, @ E, @ D,, 
in G(24, 1). In E,#/E, @ E,#/E, @ Dfo/D1, mit Vektoren xi + yj + zk 
erzeugen x1 + y0 + q und x0 + y1 + z3 (modulo Automorphismen von 
D,,) die einzige Untergruppe der Ordnung 4 von geraden Vektoren. Also 
finden wir nach (2.1) iiber E, @ E, @ D,, ein eindeutig bestimmtes 
G(24, 1). Es besitzt keine weiteren Minimalvektoren, ist also vom Typ 
J% 0 J% 0 Go . 
(b) Jetzt gehen wir von E, @ D, @ Dl6+ 0 Al, m 3 8, in G(24, 1) 
aus und betrachten E, @ A,’ in E, @ D, . (E, @ A,‘)l in G(24, 1) kann 
aus Dimensionsgrtinden nicht nur Minimalvektoren enthalten, die zu 
E, @ D, orthogonal sind, und ist bereits unter (a) erfaBt, falls es ein E, 
enthalt. 
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(b,) 1st ein A,, orthogonal zu Al’, aber nicht zu D, , so ftihrt das zu 
einem Gitter D,, und dim& @ D,,) > 24. 
(bz) Im Falle (E, @ A,‘)l3 D, @ D16+ kommen wir notwendig auf 
ein Untergitter E, @ A, @ D,, in G(24, 1) und dariiber auf das G(24, 1) 
vom Typ E, 0 D16 in (1). 
(c) SchlieBlich liege E, @ A,, @ A,’ in G(24, 1) mit E, @ A, C E, @ A,, . 
In (E, @Al)’ in G(24, 1) haben wir nur noch ein A& zu betrachten. 
A,, und A, @ Ai mit A, C A,, kiinnen nur zu einem A,, ftihren, und das 
liefert uns ein Untergitter E, @ A,, . In E,#/E, 0 Af,/A1, = {xi f ,vi> 
existiert bis auf Automorphismen genau eine Untergruppe der Ordnung 6 
von geraden Vektoren, die wir zur Aufstellung eines G(24, 1) beniitigen, 
namlich die von x1 + y, erzeugte. Wir bekommen genau ein G(24, 1) iiber 
E, @ A,, . Dieses ist vom Typ E, @ A,, , denn es enthalt sonst keine 
Minimalvektoren. 
Das ergibt unter (2) zwei G(24, l), eines vom Typ E, @ E, (%, D,, , eines 
vom Typ E7 @ A,, . 
Mit (0.1) haben wir unter (1) und (2) bereits alle G(24, 1) bestimmt, die 
ein E, enthalten, denn jedes solche G(24, 1) la& sich iiber eine Kette von 
Nachbarn mit Untergitter E, aus jedem der Gitter unter (1) und (2) 
gewinnen. Nachbarn mit E, enthalten aber stets E, @ A,, gehiiren also 
wieder zu (1) oder (2) und somit such unser G(24, 1). 
(3) G(24, 1) 2 D, . D, ist Untergitter vom Index 2 in E, , jedes solche 
G(24, 1) also ein Nachbar eines Gitters (1). Orthogonal zu D, erhalten wir 
D, @ DIBwrn , A,, @ G(I, 16) oder bereits behandelte Minimalvektorgitter. 
Nach (6.2) liefern die Untergitter D, @ D, @ D18+,, genau drei ver- 
schiedene neue G(24, I), je eines vom Typ D,, , D,, @ D,, und 
D,O&OD,. 
Wir suchen jetzt weitere G(24, 1) tiber D8 0 G(1, 16) @ A,, . Geeignete 
Vielfache von geraden Vektoren xi f yj f zk , k = l(2), aus 
K = D,#/D, @ G( 1, 16)+-/G(l) 16) @ Arc/A,, 
ergeben Vektoren x,, f y2 f z2 , die zu D, @ D,, (s.o.) ftihren. Daher 
ist jedes U = G(24, 1)/D* @ G(l, 16) 0 A,, Untergruppe der Ordnung 25 
in D/-/D, @ G(1, 16)#/G(l, 16) @ 2A$/A15 (Ordnung 2g), und zu U mu13 
eine Gruppe von 4 Vektoren xi f y3 + z,, gehijren. Unter diesen sind 
gerade: (a) x2 f y4 + z,, sowie (b) x0,1/3 + yols + z,, . Wenn nicht ein EB zu 
G(24,l) gehijren ~011, kijnnen nur hiichstens 3 Vektoren von (b), muB also 
x2 + y4 + z,, in U liegen, und wir haben [D, 0 G(1,16)] + Z(x, + y4) N D, 
orthogonal zu A,, in jedem der G(24, 1). In Dg#/Dg @ A;‘S/A,, = {xi i yj} 
existiert-bis auf Automorphismen-als einzige Gruppe der Ordnung 4 
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von geraden Vektoren die von x1 + yZ erzeugte, und wir erhalten genau 
ein G(24, 1) tiber D, @ G(l, 16) @ Al, . Es ist vom Typ D, @ A,, . 
Unter (3) finden wir also vier neue Gitter. Sie sind vom Typ D,, , 
4, 0 DI,, D,@D,@D,undD,@A,,. 
Mit (2) und (3) haben wir bereits alle Nachbarn von (1) erfabt, denn 
jedes Untergitter vom lndex 2 in E, enthalt D, oder E, @ A, . 
(4) G(24, 1) 1 E, @ A, . E, @ A, ist nach (5.3a) Untergitter vom 
Index 3 in Es , jedes G(24, 1) also 3-Nachbar eines Gitters (1). Mit (5.3) 
enthalten die Untergitter vom Index 3 in D,, bzw. E,: A, @ Dlsprn bzw. 
D, , E, , E6 @ A, oder A, . Lassen wir die Kombinationen mit D, , r 3 8, 
und E, fort, so verbleiben orthogonal zu E, @ A, in G(24, 1) die MSglich- 
keiten: D, @ D, , D, @ E, 0 A,, E, @ E, @ A, @ A, und A, @ D15+, 
m 3 8, E, 0 A, 0 4, A, 0 4. 
(a) 1st E, @ D, in G(24, l), so betrachten wir E, @ A, in E, @ D, . 
Die Minimalvektoren von (E, @ A# kijnnen aus Dimensionsgriinden 
nicht alle senkrecht zu E, @ D, sein. Als Untergitter A4 von (E6 @ A.JL 
mit M nicht orthogonal zu D, kommt nur D, mit r < 4 in Frage, weil das 
Obergitter von A, @ M und D, nach (3.2) sonst D, enthielte, davon aus 
Dimensionsgriinden nur D, , also: (E, @ A,)l1 D, @ Al, . Das liefert ein 
E, @ 0, @ Al, in G(24, 1). In E//E6 @ D,#/D, @ AfJA,, existiert-bis 
auf Automorphismen-genau eine Gruppe der Ordnung 12 von geraden 
Vektoren, namlich die von x1 + y1 + z1 erzeugte. Durch sie gewinnen wir 
das eindeutige G(24, 1) tiber E6 @ D, @I A,, . Da keine neuen Minimal- 
vektoren hinzukommen, ist es vom Typ E, @ D, @ A,, . 
(b) Sei nun E,’ @ El in G(24, 1). Wir brauchen wieder ein zu 
E6’@A2CEe’@E;, aber nicht zu El orthogonales Minimalvektor- 
gitter M. Dafiir fallen aus: A,, D, fur n > 2 und E6 aus Dimensions- und 
Diskriminantengriinden, weil sie zu bereits behandelten Minimalvektor- 
gittern fiihren-z.B. fur (E,’ @ Az)ll A,, @ D,, A4 = D4 mit A, @ D4 $ E,” 
nach (5.3)-oder weil kein gemeinsames Obergitter existiert, und es bleibt 
nur die Moglichkeit: (E6’ @ A,)‘- r) E, @ E, @ A, @ A, und M = A, @I AZ. 
In diesem Fall enthalt G(24, 1) ein Minimalvektorgitter vom Typ 4 x E, . 
Die geraden Vektoren &xi & yj i .zk f s, in @is, (E,#/E,) sind aul3er 
dem Nullvektor die Permutationen von +x1 & y1 i z1 + so . In jeder 
Gruppe der Ordnung 9 darunter kijnnen wir x1 + y, + z1 + so annehmen, 
ebenso den Vektor x0 - yr + z1 + s1 , da ihre Summe gerade sein mub. 
Diese beiden erzeugen schon die Gruppe, die damit eindeutig ist und zu 
genau einem G(24, 1) fiihrt. Dieses ist vom Typ 4 x E, . 
(c) 1st endlich E, @ E, , aber nicht E6 @ E;, E, @ 0, in G(24, l), so 
schliegt man tiber E, @ A, in E, @ As auf E, @ A, @ D18-T in G(24, 1) 
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mit 18 - r < 7. Dieses Untergitter kann abet- nicht auftreten, da seine 
Diskriminante nicht quadratisch ist. 
Unter (4) ergeben sich zwei neue G(24, l), eines vom Typ 4 x E, , eines 
vom Typ E, @ D, @ A,, . Wie unter (2) fur E, folgert man, da13 jetzt alle 
G(24, 1) mit Untergitter E, erfal3t sind. 
(5) G(24, 1) 3 D, @ A, = E,2. G(24, 1) ist Nachbar eines Gitters (1) 
-bereits erledigt-oder (2). In (D, @ A1)I kiinnen im zweiten Fall liegen: 
A, @ A16--m und orthogonale Summen von A,, D, @ A1 bzw. Es mit 
D1,,+ @ D, bzw. A, . Nach (3) und (4) kiinnen wir Summanden E, und 
D,,, , m 3 8, aul3er Betracht lassen. 
(a) In D, @ A,, r 3 7, aus G(24, 1) wahlen wir D, @ A, und sehen 
wieder da13 die Minimalvektoren von (D, @ A# nicht sgmtlich zu 
D, @ A, orthogonal sein diirfen. Unter Benutzung von (3.2) konnen wir 
A, @ A, nicht orthogonal zu A, annehmen und erhalten Gitter 
D, @At @A,,-, bzw. D, @A, @I DlO--m @D, bzw. D, @I Al, @D, 0 A,, 
von denen aus Dimensions- und Diskriminantengriinden nur D,@&,@A, , 
D, @ A,, @ A, und D, @ A, 0 A,, auftreten kiinnen. Wiederholung des 
Schlusses fi.ir D, @ A1 in D, @ Al5 bzw. D, C$! A,, schaltet die beiden 
letzten Miiglichkeiten aus. 
Zu jeder Gruppe U der Ordnung 20 von geraden Vektoren 
&xi f yj + zk in K = &#/A, @ A,#/& @ D,#/Ds mu0 ein Vektor # 0 
mit j E O(5), k = O(2) gehiiren, und das kann nur x, + y5 + z2 sein. Die 
Vektoren &xi -& yj + zk E K mit j = O(2) bilden eine Gruppe T der 
Ordnung 52 * 23, welche mit U eine Untergruppe der Ordnung 10 gemein- 
sam haben muB. Gerade sind in T genau die Vielfachen von 
i-% It Yz + z1/3 > von denen jeweils hbchstens zwei zu U gehiiren kiinnen. 
Daher ist x1 + y2 + zl E U anzunehmen, das mit x, + y5 + z2 bereits U 
erzeugt, und das G(24, 1) iiber D, @ A, @ A, liefert. Dieses enthalt sonst 
keine Minimalvektoren, ist also vom Typ D, @ A, @ A,. 
(b) 1st D, 0 D,’ in G(24, l), aber nicht D, @ A,, r > 7, so mul3 fur 
D, @ Al C D, @ D,’ gelten: (D, @ A,)I 3 Dd @ A, @ D, @ D1,,-,,, , das 
nicht insgesamt zu D, 0 D,’ senkrecht ist. Nicht orthogonal zu D, @ D,’ 
mul3 dann ein D, @ A, , 4 < m < 5, sein, und wir erhalten 
D, @ D6 @ D, @ D, oder D, @ D, @ D, @ D, in G(24, 1). Nach (6.3) 
scheidet der erste Fall aus und liefert der zweite ein Gitter vom Typ 
4 x D,. 
Damit haben wir jetzt alle D, enthaltenden G(24, 1) aufgestellt. Unter (5) 
kommen zwei neue G(24,l) hinzu, vom Typ 4 x D, bzw. vom Typ 
D,O4,@&. 
(6) G(24, I) 3 A, = E,2. Wir haben Nachbarn von (2) mit Unter- 
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gitter A, zu bestimmen. Unter Beriicksichtigung von (4) und (5) betrachten 
wir in (A,)1 nur noch die Moglichkeiten A, @ D, @ D, oder A, @ A16--lr, ,
m > 8. 
(a) Uber A, @ A, @ D, @ D, gibt es genau ein G(24, l), welches nicht 
schon ein E7 oder D,, enthalt. Wir suchen eine Gruppe U von 32 Vektoren 
gerader Lange in 
= -P/A, 0 A,#IA, 0 L?CIDs 0 W-/4 (Ordnung 322). 
Die Vektoren f Xi f yj + zlc + s,, bilden eine Gruppe der Ordnung 8.32, 
haben also mit CJ eine Untergruppe T der Ordnung 8 gemeinsam. Gerade 
L%nge besitzen darunter: (1) fx, f y3 + zI13 + s,, , (2) -+x3 f y, + 
zlj3 + so , (3) +x2 i yz + z2 + so , (4) x4 + y4 + z. + so und solche, die 
zu einem E, fiihren. Daher muI zu T C U ein Vektor (1) oder (2) gehiiren, 
d.h. module Automorphismen ist x3 + y1 + z1 + so E U anzunehmen. 
Die Vektoren &xi + y. + zk + s,--darunter sind gerade, ohne E, oder 
D,, zu liefern: fx, + y. + zI13 + sr13, x4 + y. + z2 + s,-haben mit U 
eine Untergruppe der Ordnung 4 gemeinsam. Da such die Summe mit 
x3 + y1 + z1 + so gerade sein mul3, kiinnen wir xZ + y. + z3 + s1 in U 
wahlen, das mit x3 + y, + z1 + su bereits eine Gruppe der Ordnung 32 
erzeugt. U ist damit eindeutig und fiihrt andererseits zu einem G(24, I). 
Dieses ist vom Typ A, @ A, @ D, @ D, . 
(b) Falls A,, @ A, @ AIB--nz C G(24, 1) gilt, wahlen wir A, C A,, . 
(A,)l I) A, 0 A16+, was nur fur m = 8 zu A, orthogonal sein kann 
und dann auI3er A, @ A, @ A, (entfallt aus Diskriminantengriinden) 
A, @ A, @ A8 liefert. Wir suchen eine Untergruppe U der Ordnung 33 
von geraden Vektoren &xi & yj & zk in K = @I”,=, (A,#/&), die nicht- 
wie z.B. x3 + y, + zo-zu einem Es fiihren. Daher kann U\(O) nicht aus 
den 26 Vektoren der Ordnung 3 in K bestehen, sondern muI3 ein a E K der 
Ordnung 9 enthalten. Modulo Automorphismen von &=, A, ist 
a = x1 + y1 + z4 in U anzunehmen. Weiter gehiiren zu U zwei Vektoren 
# 0 aus der Gruppe T der Ordnung 34, T := {&Xi i yk i- zo). Die 
geraden Vektoren in T, die nicht zu einem Es fiihren, sind fx, & y, + z. , 
wovon j-(x3 + y3 + zo) ausfallen. x1 + y1 + z4 und x3 - y3 + z, erzeugen 
aber schon eine Gruppe der Ordnung 27 und legen U damit eindeutig fest. 
Uber 3 x A, haben wir genau ein G(24, 1) ohne Teilgitter E, gefunden. 
Es ist vom Typ 3 x A,. 
1st nun A, @ AIGpv C (A,)l nicht orthogonal zu A,,, , so ergeben sich 
Gitter As+, @ Alee7 , 4 < r < 16, die keine quadratische Diskriminante 
besitzen auBer A,, und Al2 0 A,, . 
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In A&/AI2 @ A&/AI2 gibt es-modulo Automorphismen-genau eine 
Gruppe der Ordnung 13 von geraden Vektoren, namlich die von x1 + y5 
erzeugte. Diese liefert dus eindeutige G(24, 1) tiber A,, @ A,, . Die einzige 
Gruppe der Ordnung 5 in A&/A,, besteht tatdchlich aus geraden Vektoren 
und erzeugt iiber A,, ein G(24, 1). 
In beiden Fallen treten keine weiteren Minimalvektoren auf, d.h. wir 
haben ein Gitter vom Typ AZ4 und eines vom Typ A,, @ A,, gefunden. 
Die vier Gitter von (6) sind vom Typ A,, bzw. A,, @ A,, bzw. 3 x A, 
bzw. A,@A,@D,@D,. Damit sind jetzt alle Nachbarn von (2) 
ermittelt. 
(7) G(24, 1) 3 D, @ D, = Dg2. An Nachbarn mit Untergitter D, 
dieser G(24, 1) bleiben ohne (1) und (2) noch die vom Typ: D,, , D,, @ D,, 
und D, @ A,, . Jedes Untergitter vom Index 2 in diesen und damit jedes 
Gitter (7) enthalt schon ein A, oder D, und ist bereits erfabt. 
(8) G(24, 1) 1 D, @ D, = Da2. G(24, 1) mut3 nach (7) bereits bekannt 
sein oder Nachbar des Gitters vom Typ D, @ D, @ D, , darf dann aber 
nicht ein Teilgitter A, oder D, @ D, enthalten. Dann kann in G(24, 1) nur 
das Untergitter 6 x D, auftreten. Kommen weitere Minimalvektoren 
hinzu, so erhalten wir ein D, in G(24, 1). Da13 es genau ein G(24, 1) vom 
Typ 6 x D, gibt, zeigen wir im nachsten Abschnitt. Jetzt sind alle 
Nachbarn von (3) erledigt. 
(9) G(24, 1) 3 D, @ A, = D,2. Neue G(24,l) gewinnen wir nur 
noch unter den D4 @A, enthaltenden Nachbarn des Gitters vom 
TYP%OD,OA,,. Wenn nicht D, @ D, oder A, C G(24, 1) vorliegen 
solI, bleibt: Da @ A, @ A, @ {“,::“,:I C G(24, 1). 
1st D, 0 A3 in D, @ A, zu wiihlen, so kann (D, @ A$ nicht zu D, @ A, 
orthogonal sein, und wir erhalten A, in G(24, 1). D, @ A, in D, @ A, ftihrt 
uns zu A,, D, @ A, , also ebenfalls A, , oder (@tL1 As) @ D, in G(24, 1). 
Uber (@tS1 As) @ D, existiert genau ein G(24, 1). Dazu ist zu zeigen, 
da13 es nur eine Gruppe U der Ordnung 23 * 32 von geraden Vektoren 
*Xi fyj k zk f Sm + h. aUS K = &(A5#/A5) @ (&#/&) gibt. 
1st TI = {&xi f yj & zk f s, + to ) m = O(3)), so enthtilt U n TI 
noch eine Untergruppe der Ordnung 6. Gerade sind in Tl genau: 
(a> &x2 f y2 f z2 + so + to , (b) x3 + Y, + z3 + s3 + to, (4 &xl f y1 III 
q + s3 + to und der Nullvektor. Von den Vektoren (a) und (b) 
konnen zusammen nur hochstens drei in U liegen, d.h. es ist 
ZI = x1 + y, + z, + sQ + to in Uzu wahlen. Entsprechend bekommen wir 
unter den Vektoren 
&Xi + yi + 2, + so + t,: w = x3 + Y3 + zo + so + 4 E u 
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(modulo Automorphismen von 04), und in U n T, mit 
einen der Vektoren x,, & y, f z2 5 s1 + t,,,,, . 
Damit die Summe mit ZJ wieder einen geraden Vektor ergibt, kiinnen 
nur die Anteile -J-(vl + ZJ auftreten, aus demselben Grund fur w  
entfallt die Komponente t, . Also gehort zu U einer der Vektoren 
xo+Yl+z2~~S1+f1/3- Durch Automorphismen von A, bzw. D, , die u 
und w  nicht andern, konnen wir u = x0 + yi + z2 - sI + t, gewinnen. 
t(, z, und w  erzeugen bereits eine Gruppe der Ordnung 72, die das eindeutige 
G(24, 1) iiber D, @ 4 x A, liefert. Da keine weiteren Minimalvektoren 
auftreten, ist D, @ 4 x A, der Typ des G(24, 1). 
(10) G(24, 1) r> D, @ A, @ A, N D, @ D, = D,2. Diese G(24, 1) sind 
-falls noch nicht bekannt-Nachbarn mit Untergitter D, @ D, der Gitter 
vom TYP -& 04 @A,,, 4 x D, oder D, @ A, @ A, und enthalten 
damit notwendig D4 @ A3. Unter (10) bekommen wir also keine neuen 
Gitter. Nun sind uns schon alle Gitter bekannt, die ein D, enthalten 
(Schlul3 wie bei E,). 
(11) G(24, 1) 3 A, @ A, = DG2. Wir haben Nachbarn derselben 
G(24, 1) aufzusuchen wie unter (lo), nur ist diesmal ein Untergitter A, @ A, 
von D, darin anzunehmen, aber kein D4 oder A7. Zu E, @ D, @ A,, 
existiert kein solcher Nachbar. Gehen wir von 4 x D, aus, so haben wir in 
(A3 @ A3)+ 6 x A3, 4 x A3 0 A,, 2 x A3 @ 2 x A, oder 3 x A,, bei 
D, @ A, @ A,: orthogonale Summen von zwei Summanden A, @ A,, 
A, @ A, oder A, @ A,. 
Uber 8 x A, liegt genau ein G(24, 1) ohne Teilgitter D, , also ohne 
weitere Minimalvektoren, wie wir unter II.7 nachweisen. 
In den anderen Fallen haben wir A, @ A, oder A, @ A, in G(24, 1). 1st 
A, @ A, in G(24, l), so wahlen wir A3’ @ A, in A, @ A,, erhalten mit 
Hilfe von (A,’ @ A,)‘, A, oder A, @ A, in G(24, 1) und daftir analog A, 
oder A5 @ A,’ in G(24, 1). Zu einem A, @ A,’ CA, @ As’ in G(24, 1) 
orthogonal kiinnen nur Minimalvektoren auftreten, die nicht alle schon 
zu A, 0 A,’ senkrecht sind. Wenn nicht ein A, zu G(24, 1) gehijren ~011, 
kommt als nicht orthogonaler Anteil nur A, @ A, in Frage, und 
A5 0 A,’ 0 ... und A, @ A, @ A3’ @ A, @ A, @ A, C G(24, 1) Iiefert ein 
4 x A, . & (AG#/AB) besitzt keine Vektoren der Lange 2. Dal3 es genau 
ein G(24, 1) vom Typ 4 x A, gibt, zeigen wir in 11.7. 
Sei jetzt A, @ A,’ C G(24, 1). In A4 @ A,’ liegt wieder A, @ A:, und die 
einzige Miiglichkeit fur (A3 @ Ai)I, welche kein A5 @ A, in G(24, 1) 
bringt, ist: 4 x A4 . Minimalvektoren in @tl (A,#/A3 ftihren zu 
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E8 C G(24, 1). Wir kiinnen uns also auf G(24, 1) vom Typ 6 x A, 
beschranken, und diese sind-wie wir wieder in II.7 sehen-eindeutig. 
Unter (11) erhalten wir drei neue G(24, I), je eines vom Typ 4 x As , 
6 x A, bzw. 3 x A,. Es sind jetzt alle Nachbarn von G(24, 1) mit 
Untergitter D, bestimmt. 
(12) G(24, 1) 1 A, @A, @A, N D, @ D, = Ds2. Diese G(24, 1) sind- 
aul3er bereits bekannten-Nachbarn des Gitters vom Typ D,@D,@A,@A, 
und enthalten notwendig A3 @ A, . (12) bringt also keine neuen Ergebnisse. 
Nach bekannten SchluB kennen wir bereits alle G(24, 1) mit Untergitter 
A 3’ 
(13) G(24, 1) 1 A, 0 A, @ A, = Ee3. Die Gitter (13) sind nach (5.3a) 
3-Nachbarn von G(24, 1) mit Untergitter E6. Mit (5.3) enthalten die 
3-Nachbarn von (1) und (2) stets noch ein A,, ebenso die des Gitters vom 
TYP &OD,O&, und alle vom Gitter des Typs 4 x E, auBer dem 
3-Nachbarn mit Untergitter 12 x A, . Ein G(24, l), welches auBer 12 x A, 
noch weitere Minimalvektoren besitzt, enthalt ein Untergitter E6 . Vom 
Typ 12 x A, existiert genau ein G(24, l), wie wir in II.7 zeigen. 
(14) G(24, 1) 14 x A, N D, @ D, = DJ2. Hier liegen Nachbarn von 
Gittern mit Untergitter D, vor. Nachbarn ohne 3 x A2 oder A, lassen 
sich aber nur zu dem Gitter vom Typ 6 x D, gewinnen und besitzen ein 
Untergitter 24 x A, . Weitere Minimalvektoren liefern ein Untergitter D, . 
Ein neues G(24,l) ergibt sich also nur, wenn keine Minimalvektoren 
hinzukommen. Dal3 es genau ein G(24, 1) vom Typ 24 x A, gibt, 
entnehmen wir wieder 11.7. 
7. Symmetrische Konjigurationen von Minimalvektoren in G(24, 1) 
In diesem Kapitel wollen wir nachweisen, dal3 jeweils genau ein G(24, 1) 
existiert, dessen Minimalvektoren ein Untergitter 4 x A, bzw. 6 x A, bzw. 
8 x A, bzw. 12 x A, bzw. 24 x AI bzw. 6 x D, aufspannen. Dazu 
kiinnten wir-entsprechend friiheren Schltissen-die Untergruppen von 
Vektoren gerader Lange # 2 von der Ordnung 72 in 4 x (AB#/AG) usw. 
aufstellen, was aber wegen der hohen Ordnungen-z.B. 212 fur 
24 x (A,#/A,)-zuviel Miihe macht. Stattdessen betrachten wir die (24/i)- 
dimensionalen Ifi+,-Vektorraume Vi = 24/i x (Ai#/Ai) fiir i := I, 2, 4, 6. 
Fur jedes G(24, 1) mit Minimalvektorgitter 24/i x Ai, i wie oben, ist 
G(24, 1)/(24/i x AJ ein Unterraum von Vektoren gerader Lange # 2 der 
halben Dimension von Vi . Urn die G(24, 1) zu erhalten, ermitteln wir diese 
Unterraume. Ahnlich schlierjen wir fur 6 x D, und fur 8 x A, . 
SATZ. Es gibt bis auf Isomorphie genau ein G(24, 1) mit Minimalvektor- 
gitter 4 x A, . 
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BEWEIS. Bezeichnen wir die in 1.4(a) aufgeftihrten Vertreter der Rest- 
klassen von (A,+/A&, i = l,..., 4, und mit Bemerkung (4.1) such die 
zugehiirigen Klassen mit yoi ,..., ysi , so ist 
ein 4-dimensionaler If,-Vektorraum. Existiert ein G(24, 1) mit der gefor- 
derten Eigenschaft, so ist G(24, 1) = 4 x A, + U mit einem 2-dimen- 
sionalen Unterraum U von Vektoren gerader Lange # 2 in & (&#/AC). 
Die Vertreter der (&#/A,), haben nach L4a) die Langen: Z(y,,) = 0, 
I(j-yli) = 3, &J-y,,) = +@-, I(fy,J = +a. Danach sind in & &#/A,) 
von gerader Lange # 2 genau die Kombinationen aus 
(4 3 x kk~d, 1 x (iv,) 
(b> 1 x (&YA 1 x (zktu3, 1 x (f~3)> 1 x yo 
(4 1 x ktYl>, 3 x kkY3) 
(d) 3 x (5~219 1 x Cztty3). 
In U la& sich ein Vektor (aI , a2, a,, UJ i 0 mit ai = 0 ftir ein 
beliebiges i finden. Schreiben wir a, = 0 vor, so erhalten wir notwendig 
einen Vektor der Form (b), der-bis auf eventuelle Automorphismen 
(-4)i + fGGk-als x1 = yll + yz2 + Y,, + Y,, = Cl,& 3,O) gewghlt 
werden kann. Fordern wir nun zur Gewinnung eines weiteren Vektors 
x2: a, = 0, so mulj x2 wieder von der Form (b) sein. Davon entfallen 
aber mit der Bedingung Z(X, + x2) = O(2) alle Mijglichkeiten bis auf: 
&(O, 3, -2, &I), &(O, 2, 1, f3), &(O, -1, 3, f2). Geeignete Vielfache 
der letzteren 8 Vektoren ergeben einen der ersten vier, &(O, 3, -2, -1) 
Ia& sich durch den Automorphismus (&I4 -+ -(AJ4, welcher x1 festlaBt, 
in -j-(0, 3, -2, 1) tiberftihren. Daher konnen wir x2 = (0, 3, -2, 1) in U 
annehmen. Die xi sind linear unabhingig, spannen also U auf, und somit 
sind die G(24, 1) bzw. Unterraume U eindeutig festgelegt. Andererseits 
liefert der von x1, x2 tiber [F, aufgespannte Vektorraum ein G(24, l), 
welches genau das Minimalvektorgitter 4 x A, besitzt. 
SATZ. Es gibt bis auf Isomorphie genuu ein G(24, 1) mit Minimul- 
vektorgitter 6 x A, . 
BEWEIS. Sei (A4#lA4h = CY,~ , iyli , 4~~~) mit l(~,i) = O,~!XY~~ = %, 
I(&Y,~) = Q fiir i = l,..., 6. Ein G(24, 1) mit Minimalvektorgitter 6 x A, 
ist von der Gestalt 6 x A, + U mit einem 3-dimensionalen Unterraum U 
von Vektoren gerader Lange # 2 in dem 6-dimensionalen [F,-Vektorraum 
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OL GwA4) = Gl ,***, a& 1 ai E IF,}. Gerade Lange # 2 haben genau 
die Kornbinationen 
(4 5 x (*tvl>, 1 x y. (b) 2 x (IIZYA 2 x WY,), 2 x ~0 
(4 3 x CtVl), 3 x kkv,> Cd) 5 x (&ty,), 1 x Y, 
Zu U gehort ein Vektor X, # 0 mit a, = a2 = 0. x1 ist dann notwendig 
von der Gestalt (b), also bis auf Automorphismen (A& + &(A,),: 
x1 = (0, 0, 1, 1, 2, -2). Mit der Bedingung a3 = a, = 0 bekommen wir 
einen Vektor x2 E U, wieder vom Typ (b). Damit x1 + x, in U liegt, 
verbleiben fur xz nur die Miiglichkeiten: i( f 1, & 1, 0, 0, 2, 2) bzw. 
*(f2, f2,0, 0, 1, l), wobei das Doppelte eines Vektors der 1. Art 
jeweils einen der zweiten ergibt. Beriicksichtigen wir noch Automor- 
phismen der (A& fur i = I, 2, die x1 festlassen, so kijnnen wir 
x, = (2, -2,O, 0, I, 1) in U annehmen. Fordern wir schlierjlich a5 = a, = 0, 
so liefert das-ganz analog mit der Bedingung x, + x3 , x2 + x3 E U- 
symmetrisch einen Vektor x3 = (1, 1, 2, -2,O, 0) E U. Die xi bilden eine 
Basis von U, d.h. U ist bis auf Automorphismen von 6 x A, eindeutig 
festgelegt, und es kann hochstens ein G(24, 1) der gesuchten Art geben. 
Der von x1, x2, x3 aufgespannte IF,-Vektorraum fiihrt aber zu einem 
G(24, 1). 
SATZ. Bis auf Isomorphie existiert genau ein G(24, 1) mit Minimal- 
vektorgitter 12 x A, . 
BEWEIS. Wir zeigen wieder: In 
i WW,)i = 5 Fs~li = {(al 9***, %) I ai E b3) 
i=l 
liegt (bis auf Automorphismen von 12 x A,) genau ein 6-dimensionaler 
Unterraum U von Vektoren gerader Lange # 2. Daraus folgt die 
Eindeutigkeit des G(24, 1). Wegen I(fyli) = $ sind die Vektoren gerader 
Lange # 2 in &, (A,#/A,)i genau die mit 6, 9 oder 12 Komponenten 
-J-v1 bzw. &I. Wenn ein solches U existiert, so gehiirt ein die 
Forderung cl8 = *.. = uI2 = 0 erftillender Vektor x, # 0 zu U, der 
als x1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0 ,..., 0) gewahlt werden kann, ebenso x,’ = 
(O,..., 0, 1, 1, 1, 1, 1, I), indem man a, = *.a = a, = 0 fordert und mit 
x1 + x1’ E U. Weitere Vektoren x mit 5 und daher notwendig 6 Kom- 
ponenten gleich 0 k&men wegen x + x1 , x + x1’ E U nur dann zu U 
gehbren, wenn einer der folgenden drei Falle vorliegt: 
(a) unter den ersten 6 Komponenten kommt 6 x + 1 oder 6 x - 1 
vor, und die letzten 6 verschwinden bzw. umgekehrt. 
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(b) unter den ersten 6 Komponenten kommt genau 1 x + 1, 1 x - 1, 
unter den letzten 6 genau 2 x + 1, 2 x - 1 vor bzw. umgekehrt. 
(c) unter den ersten und den letzten 6 Komponenten tritt jeweils genau 
3 x +1 oder 3 x -1 auf. 
Wir schreiben jetzt vor: a3 = a, = a5 = a, = aI2 = 0. Es mu13 der Fall (b) 
vorliegen, und wir erhalten U 3 x2 = (1, - 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, - 1, - 1, 0, 0) 
nach evtl. Automorphismen (A,)$ -+ (A& fib 1 B i, k S 2 und 7 < i, 
k < 10. xS sol1 erfiillen: a2 = a4 = u5 = a, = q2 = 0, ist also wieder 
von der Form (b). Indem wir notfalls zum Negativen iibergehen, kiinnen 
wir a, = 1, ug = - 1 voraussetzen. Die restlichen Komponenten gewinnen 
wir aus der Bedingung xZ + xs E U: 
x2 = ( 1, -1, o,o,o,o, 1, 1,--1,-l, 0,O) 
x3=( 1, 0, -1,0,0,0,~,,&3, %,%,~ll,O) 
x,+x,=(-1,-1,-1,0,0,0, .) *, *, .) *,O) 
Da x2 + x, von der Form (c) ist, kann nicht a,, = 0 sein, sondern nur- 
nach evtl. Vertauschen von (A&, und (A,), bzw. (A& und (A&--a, = 0 
oder a,, = 0. Im 1. Fall erhalten wir weiter: u, = - 1, all = 1 und 
(ohne Einschrtinkung) a, = - 1, a 
U 11 = 
-1, u, = 1, u, = -1, d.h.l,, = 1, im 2. Fall entsprechend a, = 1, 
xg' = (l,O,-l,O,O,O,-1, o,-l,l, 1,O) 
oder 
x,=(1,0,-1,0,0,0, 1,-l, l,O,-1,O) 
Unter den Automorphismen (A& t+ -(A,), , (A& t--) -(A,),, , (A& -+ 
-(A.& fiir i = 11, 12 bleiben x1 , x2 fest und geht x3’ in x, iiber. Also ist 
x, E U anzunehmen. 
Schreiben wir fur xi , i = 4, 5, 6, vor: uj = 0 fiir 2 < j < 6, j # i, und 
a,, = 0, dann ist mit denselben Uberlegungen wie fur x3 jeweils a, = 1, 
ai = - 1, aI2 # 0 zu w2ihlen. Ebenso ergeben sich aus der Bedingung 
x2 + xi E U sofort die folgenden Miiglichkeiten fur die Komponenten 
a, ,..., al2 der xi: 
(a , ,..., a,,) = ( 0, -1, 1, --1,o, 1) (1) 
( 0, -1, -1, l,O, 1) (2) 
C-1, 0, 1, --1,o, 1) (3) 
C-1, 0, -1, LO, 1) (4) 
( 1, -1, 0, l,O, -1) (5) 
C-1, 1, 0, l,O, -1) (6) 
( 1, -1, 1, o,o, -1) (7) 
C-1, 1, 1, o,o, -1) (8) 
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von denen aber nur (I), (5) und (8) in Frage kommen, da in den i.ibrigen 
Faen x3 + xi nicht von gerader L&ge ware. Jede Kombination kann nur 
einmal auftreten, da sonst die Summe zweier xi die Lange 2 hatte. Demnach 
konnen wir nach evtl. Automorphismen (A& -+ (A& , 4 <i, k < 6, die 
x1 , xz , x3 festlassen, annehmen: 
x, = (LO, 0, -1, 0, 0, l,-l,O, 1,0,-l) 
xg=(l,O,O, 0,-l, 0, o,-l,l,-l,O, 1) 
X6 = (LO, 0, 0, 0,--1,-l, l,l, 0,0,-l) 
Die xi , i = I,..., 6, sind linear unabhangig und spannen tatsachlich ein U 
mit den geforderten Eigenschaften auf. U und damit G(24, 1) ist also 
eindeutig bestimmt. 
SATZ. Es gibt bis auf Isomorphie genau ein G(24, 1) mit Minimal- 
vektorgitter 24 x A, . 
BEWEIS. In diesem Fall ist 
Zur Abkiirzung nennen wir einen Vektor (al ,..., a& vom Typ m, wenn 
genau m Komponenten # 0 sind. Gerade Lange # 2 besitzen genau die 
Vektoren vom Typ m = O(4), m > 8. Wir weisen nach, da13 in 
&, (A,#/A& bis auf Isomorphie genau ein 12-dimensionaler Unterraum 
U von Vektoren gerader Lange # 2 liegt, indem wir sukzessive 12 linear 
unabhangige Vektoren angeben, die in jedem mbglichen U liegen miissen. 
Dal3 diese dann wirklich ein G(24, 1) tiber 24 x Al erzeugen, ergibt sich 
sofort. Sei uns also ein beliebiger Unterraum U wie oben gegeben. 
(a) Zu U gehort der Vektor 
xl = (a, ,..., al2 , aI3 ,..., a2J = (l,..., 1, 0 ,..., 0). 
Dazu miissen wir nachweisen, daD in U ein Vektor vom Typ 12 liegt, 
den wir dann durch Automorphismen (Al), -+ (A& in x1 iiberftibren 
kiinnen. Nehmen wir an, U enthalte keinen Vektor vom Typ 12. In U 
existiert aber jedenfalls ein Vektor z, dessen 11 Komponenten a,, ,..., a, 
verschwinden, der-wenn nicht vom Typ 12-vom Typ 8 sein mug, also 
als y1 = (a1 ,..., a, , a, ,.,., a,,) = (l,..., 1, 0 ,..., 0) gewghlt werden kann. 
Schreiben wir ai = 0 vor fiir i = l,..., 5 und 19 ,..., 24, so erhalten wir 
einen Vektor y2 vom Typ 8 mit a, = a, = a, = 0. Sind ntilich 2 bzw. 1 
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oder 3 dieser Komponenten # 0, dann ist y1 + y2 vom Typ 12 bzw. vom 
Typ 10 oder 14 (nicht von gerader Lange). Daher kijnnen wir 
yz = (a1 )...) a, , a, )...) a,, , Ul, )...) a2*) = (0 )...) 0, l,...) 1, 0 ,...) 0) 
annehmen. Schlieblich geben wir noch einen Vektor y, vom Typ 8 durch 
die Vorschrift: ai = 0 fur i = l,..., 5, 9 ,..., 13, 24. Damit y1 + y3 bzw. 
yz + y3 nicht vom Typ 10, 12 oder 14 ist, gilt notwendig a6 = a, = u8 = 
ui4 = ui5 = ui6 = 0. Das ergibt einen Widerspruch, denn y3 kiinnte nicht 
vom Typ 8 sein. Also liegt in U der Vektor x1 . An x1 nicht verlndernden 
Automorphismen bleiben noch: (A& --f (A& fur 1 < i, j < 12 und 13 < i, 
j < 24. Der oben genannte Vektor y, kann nicht in U liegen wegen 
4x1 + Yl> = 2. 
(b) xi’ = (a, ,..., ui2 , ui3 ,..., u& = (0 ,..., 0, I ,..., I) gehiirt zu 0: 
Schreiben wir namlich ui = 0 vor fiir i = l,..., 11, so erhalten wir einen 
Vektor v1 in U mit aI2 = 0, da sonst x1 + vl von einem Typ 9 O(4) ware. 
Falls u1 # xi, also vom Typ 8 ist, diirfen wir vi = (a, ,..., ui6 , aI7 ,..., uZ4) = 
(0 )...) 0, l)...) 1) annehmen. Die Forderung: ui = 0 fiir i = 12 und 
14 < i < 23 liefert einen Vektor ~1~ = yi , der wegen (a) nicht zu U 
gehoren kann. Damit namlich v1 $ v2 von einem Typ = O(4) ist, mug 
U 24 = 0 gelten, wegen der gleichen Bedingung fur x1 + v2 ebenfalls 
a,, = 0. Aus a,, = . . . = uZ4 = 0 folgt, daD nach evtl. Vertauschen der 
Indizes vZ = yi ist. Das ergibt einen Widerspruch, und somit liegt x1) in U. 
(c> x2 = (1, 1, 1, 1, 1, 1,o )..., 0, 1, l,o )...) 0) E u 
12 
Unsere nachste Vorschrift zur Gewinnung eines Vektors xs E U lautet: 
ui = 0 fur i = 12 und 15 < i < 24. Wegen x1’ + xZ E U ist entweder 
a 13 = al4 = 0 oder ui3 = aI4 = 1. Im 1. Fall ware xZ vom Typ 8 und in 
y1 zu iiberfiihren; im 2. Fall mtissen 6 oder 10 der Werte ai fur 1 < i < 11 
gleich 1 sein. Das letztere kann nicht eintreten, weil sonst x1 + x2 die 
Lange 2 hltte. Nach Vertauschen der (A,)j kiinnen wir x, wie oben in U 
annehmen. 
Cd> x3 = (1, 1, 1, 0, o,o, 1, 1, LO, 0, 0, 1, 0, 1, 0 ,...) 0) E u 
ui = 0 fur i = 12, 14, 16 ,..., 24 liefert uns einen Vektor x3 vom Typ 8 mit 
a,, = al5 = 1 wie unter (c). Sind genau 1 bzw. 4 bzw. 2, 5,6 Komponenten 
at fur 1 < i < 6 ungleich 0, so ware x1 + x2 + x, bzw. x2 + x, von der 
L%nge 2 bzw. l(x, + x3) + O(2). Also sind jeweils genau drei der Kom- 
ponenten ai ftir 1 < i < 6 und 7 < i < 12 gleich 1, und wir k&men 
x3 E U in der angegebenen Form annehmen. 
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Damit haben wir in U: 
x, = (111 111 111 111 0.. . ..O) 
x2 = (111 111 000 000 110 O..O) 
x, = (111 ooo 111 000 101 O-.0) 
x, + x, = (ooo 111 000 111 101 O..O) 
x2 + x, = (000 111 111 000 011 O..O) 
x~+Xz+X3=(111 000 000 111 011 O..O) 
Indem wir vorschreiben: ai = 0 fur ein geeignetes i mit 1 < i d 12 und 
ftir alle i, 14 < i < 24, auDer fur i,, = 16 bzw. 17 bzw. ... bzw. 24, erhalten 
wir jeweils Vektoren x E U vom Typ 8 mit aI3 = aio = 1 und genau drei 
Komponenten ai ungleich 0 fiir 1 < i < 6 und 7 < i < 12 wie in (c) 
und (d). In einer Tabelle stellen wir die Moglichkeiten fi.ir die ai zusammen: 
Komponenten i Anzahl der ai f 0 
1-3 . 0000111122223333 
4-6 . 3333222211110000 
7-9 . 0123012301230123 
IO-12 . 3210321032103210 
(1) (11) 
Davon entfallen die Spalten 1, 3, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 16 wegen 
Z(x + x3) + O(2) oder gleich 2, die Spalten 2 und 5 bzw. 4 bzw. 13 wegen 
Z(x + xl + x3) bzw. Z(x + x2 + x3) bzw. I(x + &, xi) = 2. Fiir 
i. = 16,..., 24 bekommen wir also 9 Vektoren xi,--12 der Form (I) oder (II). 
Addiert man x, zu einem Vektor (II) mit ai = 1, so erhalt man einen 
Vektor (I) mit ai = 1. Daher kiinnen wir in U Vektoren x, ,..., xl2 von 
der Form (I) annehmen. Zwei verschiedene Vektoren (I), die in den ersten 
6 Komponenten tibereinstimmen, kiinnen nicht beide zu U gehiiren, denn 
ihre Summe hltte die Lange I,2 oder 3. Also tritt jede der neun mBglichen 
Kombinationen ftir die ersten 6 Komponenten genau einmal auf, und 
dasselbe gilt ftir die Komponenten 7 bis 12. Nach evtl. Vertauschen der 
Indizes i fiir 7 < i < 9, 10 < i < 12 und 16 < i < 24 dtirfen wir 
demnach 
x‘g=(loo 110 011 100 100 lO....O) 
annehmen, weiterhin 
x5 = (loo 011 Q,. . . .a12 100 010. . .O) 
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In xq + x6 sind 4 Komponenten a, ,..., a, , al3 ,..., uZ4 ungleich 0, also such 
genau 4 der Komponenten a, ,..., al2 wegen x4 + xr, E U. Es bleiben die 
Moglichkeiten 
(a, ,*.., a,,) = (101 OlO), (101 OOl), (110 OlO), (110 OOl), 
die alle durch noch zulhsige Vertauschung der Indizes 8 und 9 bzw. 1 I 
und 12 in (101 001) iibergehen, d.h. 
x, = (100 011 101 001 100 010.. . .O). 
Weiterhin 
x, = (100 101 110 010 100 001 0. .O), 
wobei die a, ,..., ui2 durch die Forderung xp + x6 , xr, + x6 E U eindeutig 
festgelegt sind. Wir setzen x7 = (010 110 . . . . . . 100 000 100 000) an und 
bestimmen a, ,..., aI2 . Damit x, + x, E U ist, kommen in Frage: 
(a, >-**, a& = (110 OOl), (101 OlO), (110 OlO), (101 OOl), wobei die beiden 
letzten Miiglichkeiten entfallen, weil sonst x, und x6 bzw. x, und xg in den 
Komponenten 7-12 tibereinstimmen wiirden, was nach obiger Bemerkung 
nicht geht. Unter den Automorphismen (A,)i f--) (A,), fur (i, k) = (4, 5), 
(8,9), (11, 12) und (17, IS) bleiben xi ,..., xq fest und gehen x6 in x,, x, in 
xg und jeder der beiden moglichen x, in den anderen iiber. Also ist 
x, = (010 110 101 010 100 000 100 000) in ZJ anzunehmen. Wegen 
xg + x8 E Ugiltfiir xs = (010 011 . . . . . . 100 000 010 000): (a, ,..., a,,) = 
(110 lOO), (110 OlO), (011 110) oder (011 010). Es ist 
x* = (010 011 110 100 100 000 010 000), 
weil sonst xs mit x6 bzw. x, in den Komponenten 7-12 iibereinstimmen 
wtirde bzw. Z(x, + x8) = 3 ware. Wie fiir x6 folgt sofort: 
x9 = (010 101 011 001 100 000 001 000). 
SchlieDlich ergeben sich x1,, mit x, + xl0 , x7 + xl0 E U, xl1 mit xs + xl1 , 
xs + xl1 E U und x1,--jeweils in den Komponenten 7-12 nicht tiber- 
einstimmend mit den xi ,4 < i < 9-zu: 
X 10 = (001 110 110 001 o..o 100) 
Xl1 = (001 011 011 010 0. .o 010) 
Xl2 = (001 101 101 100 0. .o 001). 
Die Xi sind linear unabhslngig, spannen also U auf, das damit eindeutig 
festgelegt ist. Andererseits ergibt sich aus der Konstruktion der xi sofort, 
%-DIMENSIONALE QUADRATISCHE FORMEN 173 
da8 sie einen IZdimensionalen F.&nterraum von Vektoren gerader 
tinge # 2 in &, &#/AI), aufspannen, und daher genau ein G(24, 1) 
mit Minimalvektorgitter 24 x A, existiert, das wir mit H bezeichnen 
wollen. 
SATZ. Es existiert genau ein G(24, 1) mit Minimalvektorgitter 6 x D4. 
BEWEIS. Fiir D4 = {~~=, xiei 1 Xi E Z, CT=, xi 3 O(2)) ist 
Da#/D, N Z/22 x Z/22 N IF, yl + IF2 y3 mit YI = Q i ei , 
i=l 
Y, = KZL ei - 4, 4~~) = 4yJ = 4~~ - ~3) = 1, also 
ein 1Zdimensionaler If,-Vektorraum. Die Existenz eines G(24, 1) vom 
Typ 6 x D, ist gIeichbedeutend mit der Existenz eines 6-dimensionalen 
Unterraumes U von Vektoren gerader Lange # 2, d.h. von Vektoren mit 
genau 4 oder 6 Paaren (ai, bi) # (0,O). Zu U gehijrt dann ein Vektor 
x, # 0 mit (ai , bJ = (0,O) fur i = 1,2. Die Spiegelungen ta, an der zu 
b, = Cf=, et bzw. b, = ~~=, ei - e4 orthogonalen Hyperebene und die 
Abbildung e4 + -e4 sind Automorphismen auf jedem D4 und fiihren 
yI - y3 in y3 tiber, wobei die Klasse von y1 festbleibt, bzw. yI - ys in 
yI bzw. y, in y, . Daher kiinnen wir 
x1 = (00 00 10 10 10 IO) E U annehmen. 
x2 E U erhalten wir durch die Vorschrift (ai, bi) = (0,O) ftir i = I,2 
und a, = 0, indem wir evtl. tbl anwenden, zu: 
x2 = (00 00 01 01 01 01) wegen 2 < /(x1 + XJ = O(2). 
Fur x3 , x4 E U schreiben wir vor: (ai , bi) = (0,O) fur i = 1, 3 und b, = 0 
bzw. a2 = 0. Dann ist x, zu wahlen als X, = (00 10 00 10 a,b, a,,b,). Wegen 
2 < I(x, + x3), I(x, + XJ = O(2) konnen wir annehmen: 
xs=(oo 1000 1001 11) 
und erhalten 
x~=(ooo1 0001 11 10) 
oder 
xql=(ooOl 00 11 1001). 
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Im letzten Fall ist aber x8 + xq) durch tbx auf dem zweiten Summanden D, 
in X, tiberzuftihren. 
SchlieBlich gewinnen wir mit der Bedingung (ai , bi) = (0,O) ftir i = 2,3 
und b, = 0 bzw. a, = 0 Vektoren 
x,=(100000 10 II 01) und 
x,=(01 000001 10 11) inU. 
Die xi sind linear unabhangig tiber IF 2 , spannen also U auf und erzeugen 
tiber 6 x D, das G(24, 1) ohne weitere Minimalvektoren. 
SATZ. Es gibt genau ein G(24, 1) vom Typ 8 x A, . 
BEWEIS. Sei A,# wie in I.4 gegeben mit A//A, N (Z/42) * y1 . Dann ist 
&, (A3#/A3) N @L, (Z/42) . yri N {(al ,..., a,) [ ai E Z/4Z} ein freier 
(Z/4Z)-Modul der Dimension 8. Die Vektoren gerader Lange # 2 darin 
haben folgende Komponenten: 
(a) 8malfl 
(b) 4mal il, 1 ma1 2, 3 ma1 0 
(c) 4mal fl,3mal2, 1 ma10 
(d) 4 ma1 2, 4 ma1 0 
(e) 6 ma1 2, 2 ma1 0 
(f) 8 ma1 2. 
Ein G(24, 1) vom Typ 8 x A, existiert genau dann, wenn es darunter 
eine Gruppe U der Ordnung 4* gibt. Durch die Bedingung a, = a2 = a3 = 0 
wird eine Untergruppe der Ordnung 45 von c&, (A3#/A3) gegeben, die 
mit U sicher eine Untergruppe T der Ordnung 4 gemeinsam hat. GehiSrte 
dazu kein Vektor vom Typ (b), so mu&en in T zwei Vektoren vom Typ (d) 
liegen, etwa (0, 0, 0, 2,2,2, 2,0) und (0, 0, 0, 0,2, 2,2,2), deren Summe 
aber die Lange 2 hat. Also enthtilt U einen Vektor aus T vom Typ (b), und 
wie erhalten modulo Automorphismen: 
k-1 = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1,2) E u. 
Die Forderung a, = a2 = a4 = 0 liefert uns analog ein x2 vom Typ (b) 
in U. 
Damit x1 + xz zu (a)-(f) gehiirt, kann von den Komponenten a5 , a, , a, 
hijchstens je eine 1 bzw. - 1 sein, ist also a5 = 2, a, = 1, a, = - 1, a, = 1 
anzunehmen, d.h. 
xcj = (0, 0, 1, 0,2, 1, -1, 1). 
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xS und x4 E U bekommen wir fiir a, = a3 = a4 = 0 bzw. a2 = a3 = a4 = 0 
mit entsprechenden Uberlegungen und evtl. Automorphismus (A&, t--) (A& 
als 
x,=(0,1,0,0,1,-1, 2, 1) 
x4 = (l,O, o,o, 1, 2, -1, -1) 
Diese xi legen CT bereits eindeutig fest und liefern ein G(24, 1) vom Typ 
8 x A,. 
8. G(24, 1) ohne Minimalvektoren und Zusammenfassung 
SATZ (8.1). (a) Es gibt bis auf Isomorphie genau einen geraden (und 
einen ungeraden) Nachbarn des Gitters H vom Typ 24 x A, ohne Minimal- 
vektoren. Die minimale Vektorliinge darin betriigt 4 (bzw. 3). 
(b) Jeder weitere gerade (oder ungerade) Nachbar enthiilt mindestens 
4 paarweise orthogonale Minimalvektoren. 
BEWEIS. (a) Urn alle Nachbarn von H zu erhalten, haben wir die 
Vektoren x E &H mit (x, x) E Z zu betrachten und die Gitter K + Zx 
aufztellen mit K = {y E H 1 (x, y) E Z}. Bezeichnen wir die 24 ortho- 
gonalen Minimalvektoren mit ei , so schreibt sich jedes x in der Form: 
x = C;t, (q/4) e( mit z1 E Z. Wenn nicht in K, also such im zugehorigen 
Nachbarn ein Minimalvektor liegen ~011, mu13 wegen (x, ei) = z,/2 gelten: 
zi I l(2) fiir i = l,..., 24. Dann gehijrt aber jeder Vektor &ei f ek , 
1 < i, k < 24, zu K wegen (x, &ei + erc) = g&z, + zk) E Z, und nach 
(0) und (E) in 1.1 kiinnen wir nach Addition solcher Vektoren und evtl. 
Automorphismen ei -+ -ei von H annehmen, da13 
ist mit s = 1 oder 3 
Wegen Z(xJ = /($ Cy ei + Be,,) = 4 und I(x,) = I(& 2; ei) = 3 gibt es 
also hijchstens einen geraden und einen ungeraden Nachbarn von H ohne 
Minimalvektoren. 
Andererseits ist x, = &(& Cr ei + eS4) E +H, (x1 , x1) = O(2) und im 
zugehiirigen K kein Minimalvektor enthalten. Fur y E K gilt: Z(Zx, + y) > 
Q Cr 1 = 3, d.h. x1 liefert tatsachlich den geraden Nachbarn ohne 
Minimalvektoren mit der minimalen Vektorlange 4. Ebenso ist 
xa = & &fe, E&H, 
( 1 
@a 3 xa> E z und WG + K) b 3, 
1 
d.h. x, fiihrt zu dem ungeraden Nachbarn ohne Minimalvektoren. Die 
minimale Vektorllnge betragt hier 3. 
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(b) Wir geben den Vektor x fur die Nachbarnbildung in der Form: 
x= if’mi+ T $em,, (ml ,..., m,,)o(l,..., 24), 
i=l i=r+1 
Z( E z, yi = l(2). 
Die Indizes mi sind zu wahlen, da ei f-) ej , i # j, wohl ein Automor- 
phismus des Minimalvektorgitters 24 x Al, aber nicht notwendig von 
H ist. 
1st r > 4, so liegen wegen (x, e,i) = z1 E Z fur i = l,..., r mindestens 
4 orthogonale Minimalvektoren in K, also im Nachbarn. Sei nun r < 4. 
Damit (x, x) = + CL=, zi2 + & &+, yi2 mit zi2 E Z, yi2 E l(4) ganz ist, 
muB notwendig r = O(4), also r = 0 sein, und es liegt der Fall (a) vor. 
Also existiert kein x mit r < 4 aul3er den in (a) behandelten, und jeder 
weitere Nachbarn besitzt mindestens 4 orthogonale Minimalvektoren. Den 
geraden Nachbarn ohne Minimalvektoren nennen wir Go. Mit den 
Ergebnissen von II.6,7 kennen wir jetzt schon jedes G(24, l), das iiberhaupt 
einen Minimalvektor besitzt, denn es ist nach (0.1) iiber eine Kette von 
Nachbarn mit Minimalvektor aus jedem der unter 11.6, (l)-(14) bestimmten 
G(24, 1) zu erhalten. Jeder Nachbar von diesen hat aber nach (5.2) und 
(8.1), soweit er nur einen Minimalvektor enthalt, ein Untergitter 4 x A, , 
d.h. unsere Nachbarnbildung fiihrt immer wieder zu bereits bekannten 
Gittern, und daher gehiirt das G(24, l), von dem wir ausgingen, such zu 
(I)-(14). Weitere G(24, 1) lassen sich also nur tiber Nachbarn von Go 
gewinnen. Fur diese zeigen wir: 
SATZ (8.2). Jeder Nachbar N von GO enthiilr einen Minimalvektor oder 
besitzt einen Nachbarn M mit Minimalvektor. 
BEWEIS. Es ist G, = G, + Zt mit 
G1 besteht aus den Linearkombinationen der Vektoren cEl yiei mit yi E Z, 
CfE, yi = O(2) sowie x1 ,..., xl1 , xl2 + ej E H. 
Jeden Nachbarn N von G,, erhalten wir durch Aufstellung aller geraden 
s E &G,\G, unter Beriicksichtigung von 1.1(C) und Bildung von N1 + Zs 
mit Nr = {y E Go 1 (y, s) E Z}. Fi.ir s = Cz, siei bleiben die Moglich- 
keiten: si E *Z fur alle i oder si E: +Z\$Z fiir alle i. 
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(a) Sei s = & siei mit Si E aZ. Dann ist (s, 2eJ = 4si E Z fiir alle.j, 
also 2ej E Nr C N und ei E &N. Entweder ist ei Minimalvektor in N, oder 
wir bekommen ausgehend von ei E $N\N einen Nachbarn M mit Minimal- 
vektor e$ . 
(b) Sei s = xi:, siei mit si E &Z\tZ, also s = t(t + y) mit y E G1 , t so. 
Wir behaupten, daD dann in N ein Vektor u = eiI + pZ + ei, + eiil E G, 
fur geeignete i, und damit in &N der Minimalvektor Q C,,+l eq, liegt, womit 
alles bwiesen ist. Die Behauptung ist richtig, wenn der Vektor ZI mit s ganzes 
Skalarprodukt hat, also zu NI gehort. (t, U) = (&~, ei + 3e,,), v) = O(2) 
gilt fur alle (il ,..., iJ E (I,..., 23). Das Bndert sich nicht fur (t + y, v) bei 
Addition eines Vektors y = C:=“;, yiei , yi E Z. Bei Addition einer Linear- 
kombination z = Cii, uixi + u12(x12 + ei) = CfiI ziei (Ui = 0, 1) zu t + y 
lassen sich sicher i 1 ,..., i4 finden mit (t + y + z, eiI + eiZ + eis + e,,) = O(2), 
da z namlich 4 Komponenten zi E Z oder 4 Komponenten zi E $Z\Z 
hat fur 1 ,( i < 23. Also 1513t sich zu jedem t + y, y E G, , ein 
z, = ei, + eiZ + eia + eil finden mit (t + y, 2)) = O(2) und daher zu jedem 
s = &(t + y) ein u mit (s, 0) E Z. 
Mit Satz (8.2) haben wir bewiesen, da0 es auDer den unter (l)-(14) 
ermittelten und der von G, keine weiteren Klassen von G(24, 1) gibt, denn 
G, besitzt nur Nachbarn N, die selbst schon zu (l)-(14) gehiiren oder aber 
ihrerseits eines der Gitter (l)-(14) zum Nachbarn haben. Im letzten Fall 
mu13 N II G, sein, d.h. Nachbarnbildung von G, aus liefert keine neuen 
Klassen. Damit erhalten wir als Ergebnis: 
SATZ (8.3). Es gibt genau 24 Klassen von geraden Gittern der Dimension 
24 und Diskriminante 1. 
Se sind charakterisiert durch die folgenden Konfigurationen von Minimal- 
vektoren: 3 x Es , Es 0 D1, , E, 0 E, 0 4, , E, 0 A,, , 4, , D1, 0 D,, , 
3 x D, , D, 0 A,, , 4 x 4, &OQOA,,, 4 x D,, D,OA,OA,, 
D,ODSOA,OA,,~XA~,A~~,A~~OA~~,~XD~,D~~~XA~, 
4 X A, ,6 X A, ,8 X A, , 12 x A, ,24 x Al und G, ohne Minimalvektor. 
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